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Koordinatensysteme

Die Lage von Gegenstanden, also ihre Position und Orientierung
im euklidischen Raum, lasst sich beschreiben durch Angabe eines
kartesischen Koordinatensystems (KS) hier K und der Angabe der
Transformation zwischen dem Ausgangs-Koordinatensystem (hier
B) und dem Korperkoordinatensytem K.

e -
- e  —— Einheitsvektoren
~
BY - p, p° — Positionsvektoren

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 33)
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Beschreibung der Position und Orientierung von Objekten

Position (Objekt-Koordinaten):

» Translation entlang der Achsen des
Ausgangskoordinatensystems (hier B)

e L
e, i“/ - .1
A e —— Einheitsvektoren
BY - p. p’ — Positionsvektoren
Cn
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Beschreibung von Position und Orientierung (cont.)

Orientierung (Lage im Raum):
» Euler-Winkel ¢, 0,

» Drehungen werden nacheinander um die
Achsen der neuen Koordinatensysteme
durchgefiihrt; z. B. ZX'Z" o. ZY' X"

» Kardan-Winkel (Roll-Pitch-Yaw) ]

» auf Objektkoordinatensystem bezogen Y_MMQ
(in Luft- u. Seefahrt ablich)

» Rotationen erfolgen auf die unveranderten '
Achsen (X-Roll, Y - Pitch, Z-Yaw) N Rl s @'”WAX@\

» gegeben durch Dreh— oder Rotations- i rn2 ns

matrix R € R3*3 R=1|m1 mn m3

» redundant; 9 Parameter bei f=3 1 rp a3

J. Zhang, Bernd Schiitz



MIN-Fakultat
Fachbereich Informatik
21 Universitat Hamburg

2.3 - Koordinatensysteme 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Koordinaten-Transformation

» Uberfiithrung von Koordinatensystemen:
Frame: ein Bezugskoordinatensystem
Typische Frames:

» Roboterbasis

Endeffektor

Tisch (Welt)

Objekt

Kamera

Bildschirm

vV VvV vV VY VY

Frame-Transformationen Uberfiihren einen Frame in einen anderen.

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 36
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2.3 - Koordinatensysteme

Koordinaten-Transformation (cont.)

Punkte im Raum koénnen beschrieben werden durch:

» Positionsvektoren

» Rotationsmatrix

Hinweis:

BRy: Rotationsmatrix R, die
beschreibt, durch welche Ro-

B Bdl +Bp1 tationen Frame K aus Frame

p =
B erzeugt werden kann
= Bd]_ +BRK Kp]_ sp: V(i(tor p bezogen auf
rame K.
» Notation:

oben links: Bezugskoordinatensystem
unten rechts: betrachtetes Koordinaten-
system e —— Einheitsvektoren

€.
d, p, p, —— Positionsvektoren

J. Zhang, Bernd Schiitz



MIN-Fakultat
Fachbereich Informatik
21 Universitat Hamburg

2.3 - Koordinatensysteme 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Ausrichtung der Koordinatensysteme

» Uberfithrung der Ausrichtung der KS durch drei fundamentale
Rotationen

» fundamentale Rotationen kdnnen z. B. aus Rotation um
X-, Y-, Z-Achse gewahlt werden

» Rotationsfolge muss Menge der Rotationen in R? aufspannen

» 12 der moglichen Kombinationen spannen Raum auf,

z.B. ZX'Z",ZY'Z" oder ZY'X"

» Abbildung der Rotationen auf Euler-Winkel nicht bijektiv
(Singularitaten z. B. bei Ratation um Y’ mit § = 0° oder 180°
bei ZY’Z"”-Notation oder
mit Rotationen von £90° um die 2. Achse bei Kardan-Winkeln)

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Koordinaten-Transformation (cont.)

Rotation um x-Achse
Drehung um die x-Achse um den Winkel :

1 0 0
Rewy = |0 cos()) —sin(v)
0 sin(v) cos(v)

N

Beispiel: 2T = Rew)-a"
ax
= | ay - cos(v)) — a, - sin(v))
ay -sin(¢) + a, - cos(v))

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 39
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Exkurs: Rotation in der euklidischen Ebene R?

» Drehung eines Vektors pi in R? auf dem Einheitskreis gegen
den Uhrzeigersinn um einen festen Ursprung um den Winkel 6.

- X1 x; = cos(a) X2 ) &
= . = == R ,9
pi ( " ) = sin(a) P2 ( % ) P2 = R(p1,0)
xp = cos(a+6) = cosa - cosf —sina - sinf = xq cos @ — yysinf
y2 = sin(a+6) =sina-cosf + cosa - sinf = y; cosf + xsinf
x2\ [ cosf —sinf X1 |
(y2>_(sin9 cos 6 )(yl) \

|
> also:

] X
T

S > . [ cost) —sinf
P2 = Ropi mit Ry = ( sinf cosf )

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Rotation um y-Achse

Drehung um die y-Achse um den Winkel 6:

cos(f) 0 sin(0)
R,(8) = 0 1 0
—sin(f) 0 cos(f)

‘ b

7z, = cos(a+6) = cosa-cosf —sina - sinf = z; cosf — x;sinf
xp = sin(a+6) = sina-cosf + cosa -sinf = x; cos + z;sind

. X; cosf 0 sinf X:
Xo = X1 C0s 0 + zisinf 2 i 0 1 0 -
7y = —xy5inf + z; cos 2= 1 "
2 —sind 0 cos# z
J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 41
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Rotation um z-Achse

Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢:

cos(¢) —sin(¢) 0
R:(¢) = |sin(¢) cos(¢) 0O
0 0 1

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Koordinaten-Transformation (cont.)

Zusammenfassen der Einzelrotationen

» aufeinanderfolgende Einzelrotationen lassen sich in einer
Rotationsmatrix zusammenfassen
(siehe: Folge von Drehungen)

» Dreh— oder Rotationsmatrix R € R3*3: rni rn2 ns

» redundant; 9 Parameter bei f=3 R=|m1 rmn2 mn3
rB1 32 133

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Anwendung der Rotationen/Rotationsfolgen

» Rotatonsfolge beschrieben durch Drehmatrix ™R,
(Rotationsmatrix R fiir KS, bezogen auf KS,,)

» Beispiel:
KS1 gegeniiber KSp um Winkel ¢ um die Z-Achse rotiert

cos(¢) —sin(¢) 0O
OR; = |sin(¢) cos(¢) O
0 0 1

» Transformation eines Punktes P:
» Multiplikation von links: p’’ =°Ry - pT 7
» Multiplikation von rechts: p”’ = p-°R;

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 44
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Interpretation der Linksmultiplikation (p’T =0R;-p")
cos(¢) —sin(¢) O] [p« Px - cos(¢) — py sin(¢)
sin(¢p)  cos(¢) O |py| = | Pxsin(®) + pycos(¢
0 0 1 Pz Pz
> Dargestellt mit ¢ =90°und p=[1 1 ] A

OR; - [1 1 *] r_ [_1 1 *]T -

(ST ARSI ¢

» p in Koordinaten des KSg » p in Koordinaten des KS;

©p)T ="Ri-(°p)7 ®p)T =°R1-(*p)7
Rotation von p im KSy Transformation von *p nach %p

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Interpretation der Rechtsmultiplikation (p’ = p - °Ry)

cos(¢) —sin(¢) O
[px Py Pz [singb) COSé¢) ﬂ = [px cos(¢) — pysin(¢)  —pxsin(¢) + py cos(¢)  pz]

> Dargestellt mit ¢ =90° und p=[1 1 x|

Transformation von %p nach !p Rotation von p im KS; um —¢
1p:Op-OR1 1p/:1p-0R1

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 46
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Zusammenfassung Rechts- /Linksmultiplikation

» OR; - p (Linksmultiplikation)

©p)T =Ry - (*p)7 Koordinatentransformation (1)
von K51 — KSO

(°p )T =°R; - (°p)T  Punkt im KSp um ¢ rotiert

» p-%R; (Rechtsmultiplikation)

1p=0p.0R; Koordinatentransformation (2)
von KSy; — KS;

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> a7
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Folge von Drehungen, Rechts- und Linksmultiplikation

T T
BRK Kyt = Bx (Vg/ G/l) mit : BRK BR3K BR2K BRlK
R-vT = xT kurz:BRk =R=R;-R- Ry
R3'R2-R1-VT :XT
Ry-Ri-vt = Ryt xT
2 ! 3 ex [ ex X.'V
Ri-vl = Ryt Ry -XT K L
ex
VT — Rl—l . R2_1 . R3_1
e —— Einheitsvektoren
VT — R]’-T . Rér . Rér . XT v.,x  —— Positionsvektoren
v= (RT-RE R} -xT)T

V:X-R3'R2'R1 mit : (A B)T BT AT
Ky = Bx . BRx  (vgl. GI.2)

Notation BRK: oben links: Bezugskoordinatensystem (hier B)
unten rechts: betrachtetes Koordinatensystem (hier K)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = o™ 48
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Folge von Drehungen, Rechts- und Linksmultiplikation

BRx versus XRg

B
Bpl = BRy - Kpf nach (1)

(PR - Kpi )t = Kp1-*Rs

Kpl_BRT_K ‘KRB

e —— Einheitsvektoren
d,p, P — Positionsvektoren

J. Zhang, Bernd Schiitz
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2.4 - Verkniipfung der Drehmatrizen

Ubersicht Koordinatentransformationen

» OR; - p (Linksmultiplikation)

(°p)T =°R; - (*p)T  Koordinatentransformation (vgl. (1))
von KS1 — KSg

(lp)T =1Ry- (Op)T Koordinatentransformation (4)
von KSp — KS; nach (1, 3)

» p-OR; (Rechtsmultiplikation)

lp=0p.0R Koordinatentransformation (vgl. (2))
von KSg — KS;
p=1p-1Ry Koordinatentransformation (5)

von KS; — KSp nach (2, 3)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 50
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Folge von Drehungen

Drehungen beziehen sich auf die Hauptachsen des Ursprungs-
koordinatensystems: Sequentielle Linksmultiplikationen der
Transformationsmatrizen nach Reihenfolge der Drehungen.

Beispiel: Rotation um X-Y-Z (RPY):

1. Drehung ¢ um die x-Achse R, (yaw)
2. Drehung 6 um die y-Achse R, g (pitch)
3. Drehung ¢ um die z-Achse R, 4 (roll)

(@ = Ry(g) * Ry(o) * Rewy * 27)

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Verkniipfung der Drehmatrizen

J. Zhang, Bernd Schiitz

X-Y-Z: R¢79’¢ = Rz,¢Ry,9Rx,1p

Cé —Sp 0] [cCo 0 SOI[L 0 0
S¢ Cop Ol 0 1 0|0 Cp —S¢
0 0 1||-S8 0 co||o Sy Cy

[a;sca ChpSOSY — S$Cy CPSHCY + 5¢5¢]

SHCO  SpSOSY + CHCih  SpSOCH — ChpSip
—S6 CoSy COC

[m] = = = o> 55}
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Folge von Drehungen (cont.)

Drehungen beziehen sich auf die neuen,
jeweils transformierten Achsen:
Beispiel: Rotation um Z-X'-Z":

1. Drehung % um die z-Achse R, 4,

2. Drehung 6 um die aktuelle x-Achse Ry g
3. Drehung ¢ um die aktuelle z-Achse R,/ 4

hitp://de wikinooks org/

Anmerkung:
Obige Drehungen lassen sich auch durch Drehungen um die raumfesten
(ungedrehten) Achsen, dann in umgekehrter Reihenfolge, verwirklichen.
1. Drehung um die Z-Achse um ¢ .

2. Drehung um die X-Achse um 6 3 = Retwy - Reto) - Reto - 2

3. Drehung um die Z-Achse um v

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Verkniipfung der Drehmatrizen

Z-X-Z": Ry0.6 = RewReoReo
um mitrotierte Achsen um feste Achsen
Cy —Sy 0]t 0 07[Ch —S¢ 0
—|sy cy o|llo co —so||Sse Co O
0 0 1 {0 S8 Céo 0 0 1

SYCh+ CYCOSH —SYSe + CCOCH —CihSH

CyCo — SYCOSH —CipS— SYCOHCH — SySh
- 56S¢ S0Co co

Bemerkung: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:

AB + BA

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 55}
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2.4 - Verkniipfung der Drehmatrizen

Folge von Drehungen, Beispiel

Rotationsfolge 1 (X Y' Z"):

1. Drehung um die x-Achse mit ) = 50°
2. Drehung um die mitgedrehte y-Achse (y’) mit 6 = 30°
3. Drehung um die erneut mitgedrehte z-Achse (z”) mit ¢ = 20°

Z

Rotationsfolge 2 (YPR):

1. Drehung um die z-Achse mit ¢ = 20°
2. Drehung um die y-Achse mit 8 = 30°
3. Drehung um die x-Achse mit ¢ = 50°

(sieche Matlab: fest_rot.m)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] =
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2.4 - Verkniipfung der Drehmatrizen

Rotation (iber feste/mitgedrehte Achsen

Rotationsfolge: Ry, Ry, R,
» 1. Rotation (Ry) unproblematisch (R, - pT = p'T)

» 2. und folgende Rotation

» auf Basiskoordinatensystem bezogen (feste Achsen):
> Multiplikation von links (R, - R, - R - p" = p""'");

» auf lokales Koordinatensystem bezogen (mitgedrehte Achsen):
> Beschreibung der Rotationen um mitgedrehte Achsen mittels
Rotationen um feste Achsen beschreiben
> Ausdriicken von Ry, R,; und R,» durch Rotationen im
Ausgangskoordinatensystem (feste Achsen)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 57
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2.4 - Verkniipfung der Drehmatrizen

Rotation iber feste/mitgedrehte Achsen (cont.)

Modellieren der Rotationen um Achsen des neuen, rotierten Koor-
dinatensystems durch Rotationen um die festen Achsen des
Ausgangskoordinatensystems:

» Rotation um X-Achse:

1. Rotation um X-Achse: R -p'=p'"
» Rotation um die mitgedrehte Y-Achse:
Riicknahme der 1. Rotation R7t-p'T=p"
2. Rot. im Basiskoordinatensystem: R, -R! p'T= R, - p’
Wiederaufsetzen der 1. Rotation: R.-R,-R*p"™=R.-R,-p" =p"'"

= Drehung R,/ um neue Y-Achse

mittels fester Rotationen: R, =R« R, -R*

J. Zhang, Bernd Schiitz
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2.4 - Verkniipfung der Drehmatrizen

Rotation iber feste/mitgedrehte Achsen (cont.)

» Rotation um die mitgedrehte Z-Achse:

Riicknahme der 1.u.2. Rotation R7'R:*-p"T=p"
3. Rot. im Basiskoordinatensystem: R, R R p'T=R,-pT
Wiederaufsetzen der 1.u.2. Rot.: R« R, R, R ReY-p""=RR,R,-p"
= Drehung R,/ um neue Z-Achse

mittels fester Rotationen: Ry =R« R -R,- Ry’l CR7Y

Gesamte Rotationsfolge:

Ry Ry Re-pT=RR R R7IRT-RR,R-R,-pT

Ry Ry Ry -pT=RR, R, pT (6)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 59
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Beispiel: Korper nach Basis tiber mitrotierte Achsen
Uberfithrung des Korperkoordinatensystems ins Basis-
koordinatensystem (Rotationen nach RPY) .

> Rotationen um die neuen, mitgedrehten Achsen K

» Reihenfolge der Rotationen: Roll — Pitch — Yaw
= Rotationen: KRg, X' Pg, K" Yg

K'ygK'PgKRg - pT=KRgKPgKYg - pT nach (6)
KReKPgKYg - BpT=KpT nach (4)

BpT: BYK BPK BRK { KpT nach (3) (7)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 60
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Beispiel: Korper nach Basis liber mitrotierte Achsen (cont.)

oder:
— KYI;’—KP;—KR;-KPT
BpT= (KP' KRBKPBKYB)T
Bp = Kp - KRgKPgKyp (8)
Fazit:

Liegen die Transformationen zur Uberfiihrung z. B. des Kérperkoordinatensystems in das Basiskoordinatensystem
um die mitrotierten Achsen vor, so
P> |assen sich daraus die Transformationen um die festen Achsen des Basissystems ableiten, mit denen das
Kérperkoordinatensystem erzeugt werden kann, wobei die Reihenfolge der Transformationen gleich bleibt
(vgl. (7)), oder
> die vorliegenden Transformationen (Kdrper zu Basis) werden unter Beibehaltung der Reihenfolge der
tatsachlichen Ausfiihrung mittels Multiplikation von rechts direkt verwendet (vgl. (8)).

Zhang, Bernd Schiitz
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Koordinaten-Transformation

» Matrizenmultiplikation mit einer 3 x 3-Matrix kann Rotation,
Skalierung oder Scherung beschreiben

» aber: Verschiebung (Translation) erfordert Vektoraddition

» Dies kann umgangen werden, indem eine weitere Spalte zur
Matrix hinzugefiigt wird (3 x 4-Matrix).

» aber: Die Matrix ist dann nicht mehr invertierbar

» Ubergang nach R* (4 x 4-Matrix), um sowohl Rotation,
Translation, Scherung, Projektion, lokale und komplette
Skalierung zu beschreiben

» Verwendung homogener Koordinaten

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Homogene Koordinaten

» homogene Koordinaten sind aus der Computergrafik bekannt

» die Punkte eines n-dimensionalen Raums werden in einem
(n + 1)-dimensionalen Raum dargestellt
» aus p = (x,y,z) € R3 wird p’ = (hx, hy, hz, h) € R*, wobei
h#0eR
Beispiel:
(2,5,4) e R® — ..,(1,25,2,05),.,(2,5,4,1),..,(4,10,8,2),.. ¢ R*
» in der Robotik wird h = 1 gewahlt, was einer direkten
Projektion zwischen n- und (n + 1)-dimensionalem Raum
entspricht

v

h ist eine Art Skalierung

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Homogene Transformationen

Rotation | Translation
Scherung |
H = | lokale Skalierung |
________ — | - S
Projektion | Skalierung
3 | 3
X | X
3 1
——— | —-ly=
1x3 | 1x1

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Homogene Transformationen (cont.)

> In der Roboterkinematik ist man nur an Rotation und
Translation interessiert. Daher ergibt sich:

Rotation |  Translation

0 0 01
» Verkettung mehrerer H (iber Matrixmultiplikation
» nicht kommutativ, d.h. A-B#B-A

» mit p und R: H:[ R p]€R4x4
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Translation

Verschieben um Vektor p = [px, py, p2]":

1 0 0 py

0
T(vapyapz) - 0
0

O O =

0 p,
1 p,
01

at = T(oepyop2) - at i
(ax + Px; dy + Py, az + Pz, 1)T

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 66
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Rotation um x-Achse

Drehung um die x-Achse um den Winkel :

1 0 0 0

— 0 cos(¢) —sin(¢)) 0
W70 sin(y)  cos(y) 0
0 0 0 1

a’ = Ryy)-a*

ax
a, - cos(t)) — a, - sin(%))
a, - sin(v) + a; - cos(v))

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Rotation um y-Achse

Drehung um die y-Achse um den Winkel 6:

cos(f) 0 sin(0)
0 1 0

—sin(f) 0 cos(6)
0 0 O

Ry(e) =

= O O O
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Rotation um z-Achse

Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢:

=2

>

—~

-

~

(@]

(o]

) .

—~~

-

~
o = O O
= O O O
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Verkniipfung der Drehmatrizen: XY Z

Cé —Sp 0 0] [Co 0 S 0]t 0 0 0
S¢ Cop 0 0|0 1 0 o0|l|0o Cy =S¥ 0
0 0 1 0||-S0 0 co ollo Sy Cy O
0o o 01| 0o o o 1f]o o o0 1

CHCO ChpSOSY — SpCyy  CHSOCY + SpSih 0
SHCO  SpSOSY + CoCyp SHSOCH — CHSY 0

= | —s6 COSY COCY 0
0 0 0 1

Bemerkung: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:
AB # BA
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Verknipfung der Drehmatrizen: Z X’ Z”

Ry.0.6 = RzpRar 0Rar

(nach Abbildung auf feste Achsen)

Cy —Sp 0 0]t 0 0 0][Co —-Sp 0 0
Sy Cyp 0 0| |0 CO —SO O] |Sp Co 0O 0
0 o0 100 s co of|lo 0o 10
o o o0 1|0 o o0 1/|0 0o 0 1

CYCo— SYCOSH —CyS— SYCOCH  SYSH 0

| S¢Ch+ CpCOSy —SySe+ CpCOCH —CipSOH 0
0

1

565¢ S0Co co
0 0 0
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Beispiel: Homogene Koordinaten

Punkte im Raum kdénnen beschrieben werden durch: p

» Positionsvektoren

» Rotationsmatrix

Hinweis: €.k
Ry : Rotationsmatrix R fiir
B B B Frame K bezo, f
gen au
p Bdl +Bp1 K K Frame B.
— p: Vektor p bezogen auf
ch +"Rk " p1 Frame k.

In homogenen Koordinaten:
Bdy BRk 0] (Xp1

B — e, e —— Einheitsvektoren
P ( H ) - 1 + 0 1 1 d, p, p, — Positionsvektoren
B €.
B B K b
RK d]. pl Hinweis:
BHK: homogene Transformationsmatrix H
0 1 1 fiir Frame K bezogen auf Frame B;

Kp(H): Punkt p in homogenen Koordina-

— BHK Kp (9) ten bezogen auf Frame K

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Beispiel: Homogene Koordinaten (cont.)

Bp = Bdy + Bdy +Bpy

= Bdy + BRk1 - Kldy + BRk1 K Ri2 K2 py

In homogenen Koordinaten:

B _B K1 K2
pHy = “Hka Hk2  "“pa(ny

—— Einheitsvektoren

d,p  — Positionsvektoren

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Koordinatensystemtransformationen vs.
Koordinatentransformationen

Beispiel: 2D-Raum, beschrankt auf Translationen
Erzeugen des KS;1 aus KSg

» Verschieben des Ursprunges:

Translation um d = (dx,dy)
» homogene Transformation:
1 0 dx
°T, =10 1 4,
00 1
J. Zhang, Bernd Schiitz [m] = =

= DAl 74



MIN-Fakulta
Fachbereich Informati
21 Universitat Hamburg

2.5 - Homogene Transformationen 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Koordinatensystemtransformationen vs.
Koordinatentransformationen (cont.)

Anwenden der Transformation °T;

» auf einen Punkt Q = (gx, q,) des KSp:
(Quy) " ="T1 °Qum))"

1 0 dx qx
B34
0O 0 1 1 /
= ((qx+dx)a(qd+dq);1)T ‘* 77777777 7777777777777777 / TV

- (SX I 5y7 1) T 53

Quy =°Seh)

» Verschieben des Punktes im KSg

KSy K"
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Koordinatensystemtransformationen vs.
Koordinatentransformationen (cont.)

Anwenden der Transformation °T;
» auf einen Punkt P = (py, pv) des KS:
(Ply) " =°T1 (P " x

1 0 d [pu 1

HiE -
0 0 1 1

= ((pu + dx)y (Pv + dy)7 l)T l’

= (pX7 Pya l)T
Py = Piw)

KSy K : : > X
x Sx,Px

» Transformation der Koordinaten aus KS; nach KSg

J. Zhang, Bernd Schiitz



MIN-Fakulta
Fachbereich Informati
21 Universitat Hamburg

2.6 - Koordinaten-Frames 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Koordinaten-Frames

Sie werden iiber die Elemente der homogenen Transformation als
vier Vektoren dargestellt.

ni n2 ns3 Ppx

_|f1 ¥r2 r3 p| _ |21 2 3 py
H= [0 0 0 1] S m1 o2 3 opr i)
O'a 0/4507 1

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Inverse Transformationen

Die Inverse einer Drehmatrix ist einfach ihre Transponierte:
R1=R"und RRT =E

wobei E die Einheitsmatrix ist.

Die Inverse von (10) ist:

ni i1 ni —PT -

H-1 = rn2 2 32 —P: P
n3 r3 3 —p -r
0 0 0 1

wobei rq, r, r3 und p die vier Spaltenvektoren von (10) sind
und - das Skalarprodukt von Vektoren darstellt.

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Relativtransformationen

Man hat die folgenden Transformationen:

> Z: Welt — Manipulator-Basis
» Tg: Manipulator-Basis — Manipulator-Ende
» E: Manipulator-Ende — Endeffektor
B: Welt — Objekt

G: Objekt — Endeffektor

v

v

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Gleichung der Transformation

Es gibt zwei Beschreibungen der Position des Endeffektors, eine in Bezug
auf das Objekt und die andere auf den Manipulator. Sie beschreiben die
gleiche Sache:

ZT+E = BG

}_ijq E | G B

Um die Manipulator-Transformation zu finden:

Te = Z 'BGE™!

Um die Position des Objekts zu bestimmen:

B=ZT¢EG™!

Dies wird auch als kinematische Kette bezeichnet.
J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 80
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Zusammenfassung der homogenen Transformationen

» Eine homogene Transformation beschreibt die Position und
Orientierung eines Koordinaten-Frames im Raum.

» Wenn der Koordinaten-Frame beziiglich eines Festkorpers
definiert wird, ist die Position und Orientierung des Festkérpers
auch eindeutig spezifiziert.

» Eine homogene Transformation kann in eine Rotation und
in eine Translation zerlegt werden.

» Mehrere Translationen und Rotationen kdnnen unter
Beachtung der Reihenfolge zu einer homogenen Transformation
zusammengefasst werden.

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Agenda

2. Grundlagen der Robotik

Roboterkinematik

Zhang, Bernd Schiitz
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Roboterkinematik

Kinematik eines Roboters:

» Transformationsvorschrift, die den Zusammenhang zwischen
den Gelenkkoordinaten eines Roboters q und den
Umweltkoordinaten des Endeffektors x beschreibt.

Sie wird nur durch die Geometrie des Roboters bestimmt.

» Basisframe

» Bezug konsekutiver Frames zueinander
— Bildung einer rekursiven Kette

» Gelenkkoordinate:

~_ | 0i : Gelenk i rotatorisch
qi = d; : Gelenk i translatorisch

» Ziel: absolute Bestimmung der Position des Endeffektors (Tool
Center Point, TCP) im kartesischen Koordinatensystem der Basis

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Kinematik-Gleichungen

» Manipulator: eine Reihe von Gliedern liber Gelenke verbunden
» jedes Glied bekommt eigenen Koordinaten-Frame
» homogene Matrix '~!A; beschreibt relative Translation und

Rotation zwischen zwei aufeinander folgenden Gelenken
(Gelenkiibergang).

» Beispiel: Manipulator mit n Gelenken:

9A;: Position und Orientierung des 1. Gliedes beziiglich Basis
'A,:  Position und Orientierung des 2. Gliedes beziiglich Glied 1
2A3:  Position und Orientierung des 3. Gliedes beziiglich Glied 2
n=14.: Position und Orientierung Glied n beziiglich Glied (n-1);
Das folgende Produkt wird definiert als: DEST

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme

» Ziel: Berechnungvon  Tg =[[/_; Ai A Kurzform fiir 7! A,
» Tg definiert, wie die n Gelenkiibergdnge zusammenzufassen sind,
um 6 kartesische Freiheitsgrade zu beschreiben.

> Festlegung eines Koordinatensystems (KS) pro Segment i
» Zuordnung KS zu Gelenk grundsatzlich beliebig
» Ermittlung der Transformation A; pro Segment i = 1..n

» grundsatzlich 6 Parameter (3 Rotationen + 3 Translationen)
erforderlich

» jedoch unterschiedliche Parametersitze und Transformations-
abfolgen moglich

» ein mogliches Schema: Denavit-Hartenberg (D-H)
Konvention

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Denavit Hartenberg Konvention

» erste Publikationen von Denavit und Hartenberg in 1955

» etabliertes Verfahren

Festlegung einer Transformationsmatrix A; (='"1A;) tiber nur
vier Parameter

» Gelenklange, Gelenkverwindung, Gelenk-Offset und Gelenkwinkel
(ai, v, dj, 07)
» Transformationsmatrix A; ist das Produkt von vier elementaren
Transformationen:

A = R(0;) - To(d;) - Tx(ai) - Re(axi)

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o> 86
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Denavit Hartenberg Konvention

» |dee: Bestimmung der Transformationsmatrix A; mittels vier
Gelenkparameter (6;, a;, d;, ;) und zwei Vorbedingungen:

DH1: die Achse x; verlauft senkrecht zur Achse z;_4
DH2: die Achse x; schneidet die Achse z;_1

J. Zhang, Bernd Schiitz
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2.8.1 - Roboterkinematik - DH-Konvention

Hintergrund zu DH-Konvention

» aus DH1 folgt: x; - 2o =0
0= 0X1 0 2
ni n2 ns 1 T 1o
= m 2 n3| |0 0 rni N2
1 2 f330 0 1 = m o
0
:

= [rn 1 31 0 32

= 31

» wegen '“1R; orthogonal u. orthonormal (Lange der Zeilen- u.

formatik

64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

ns3
n3
33

Spaltenvektoren = 1) gilt: rf, + r = 1

h o+ o= 1
(r11, 1) = (cos@,sin6) und cosf rs
(rs2, r33) = (sin e, cos ) = sinf  r» 3
erfiillen Bedingung; 0 sina cosa

> ro, h3, r2 und r3 lassen sich zur Rotationsmatrix erganzen

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Hintergrund zu DH-Konvention (cont.)

» aus DH2 mit DH 1 folgt: der Positionsvektor dy von O zu O
lasst sich als Linearkombination der Vektoren zy und x;
darstellen:

Odd = dOZO + aOX1

0 1
=d [0 +a%R; |0
1 0
0 cost
=d |0| + a|sind
1 0
a cosf
= | asinf
d
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Hintergrund zu DH-Konvention (cont.)
» homogene Transformationsmatrix A; erfiilllt DH1 und DH?2

Ai = R,(0;) - T;(di) - Tx(ai) - Re(cvi)

cos 6; —sinf; 0 O 1 0 O 0 1 0770 9a;, 1 0 0 0]
__ | sinB; cos 6; 0 0 0 1 0 0 0o 1 0 0 0  cosaj —sina; 0
- 0 0 1 0 0O 0 1 4 0o 0 1 0 0 singj cos o 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
cosf; —sinf;cosa; sinf;sina;  ajcosb;
sinf; cosfjcosa; —cosb;sinca; ajsinb;
0 sin «; COS & d;
0 0 0 1

J. Zhang, Bernd Schiitz




MIN-Fakultat
Fachbereich Informatik

UH
iti AN,
La¥ Universitait Hamburg 1R ¢
64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

- Roboterkinematik - DH-Konvention

28.1

Abfolge der Einzeltransformationen

Berechung der homog. Transformationsmatrix A; (=%) aus den
Einzeltransformationen R,(61), T,(d1), Tx(a1) und Ry(c1) ‘
» Uberfithrung KSp nach KS; iiber lokale Achsen ; >

» lnvarianzen gt ==
» T, invariant zu Ry (Tx Ry = R« Ty) iz :

» T,invariant zu R, (T, R, =R, T,) L

0, j

Xo 3z 401

» Rotationsfolge
» Rotation um Z; nach erfolgter Rotation um X verletzt DH2;

somit eine mégliche Folge, die weder DH1 noch DH2 verletzt:
Ai = R (ar) - Taar(ar) - T(dr) - Ro(61)
= R,(0;) - T,(d:) - T«(a) - Re(ev)) vgl. (6)
> ist eine mogliche, giiltige Transformationsfolge
> ist die Standard-Transformationsfolge

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Festlegung der Koordinatensysteme

Gelenk 3

Xo,
Gelenk 4 N >
X, p \Zz
Ys Yo e
u i
p ! Zs
ES) Gelenk 1
Z X4

» zi-Achse: entlang der Bewegungsachse des (i+1)-ten Gelenks
» x;-Achse: senkrecht zur zj_1-Achse, schneidet diese

und zeigt von ihr weg
» y;-Achse. zum rechtshandigen Koordinatensystem ergdnzen

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Festlegung der Koordinatensysteme: Sonderfalle

Achtung: Die Denavit-Hartenberg Notation ist nicht eindeutig!

> 7,1 liegt parallel zu z

0y :
> beliebig viele kiirzeste Normale 3 / b
. ; Z S s
» meist Wahl, dass d;=0 < . N 7\0Li
' aj Y
» z_1 und z; schneiden sich 4 !

91\\‘ xo k%0
» meist Wahl, dass KS; im Schnittpunkt - **{iyfyoo
liegt, dann a; = 0 '

» Lage von KS,, nicht eindeutig, da kein Gelenk n+ 1 existiert; x, muss
aber trotzdem auf einer Normalen zu z,_; liegen; ibliche Wahl: z,
zeigt “aus Hand heraus"

J. Zhang, Bernd Schiitz (=] = = = o>
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Abbildung der Parameter auf die Gelenkstruktur

Zwei Parameter zur Beschreibung der Struktur des Gelenkes i:

Gelenk i+1

Gelenk i m Biur

» a;: die kiirzeste Entfernung W . '
zwischen der z;_1-Achse und
der z;-Achse

Arm i+l

» «;: der Drehwinkel um die
Xx;-Achse, der die z;_1-Achse
auf die z;-Achse ausrichtet

aj, a; — konstant, konstruktionsbe-
dingt

J. Zhang, Bernd Schiitz [m] = = 94
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Abbildung der Parameter auf die Gelenkstruktur (cont.)

Zwei Parameter zur Bestimmung der relativen Distanz und Winkel
der benachbarten Gelenke:

» d;: Entfernung Ursprung O;_1 Gotnk (1) o
des (i-1)-ten KS zu Schnittpunkt w"
der zj_1-Achse mit der x;-Achse.  smi

Arm i+l

» 6;: Gelenkwinkel um die
z;_1-Achse zur parallelen
Ausrichtung von x;_1- und
x;-Achse in der x;_1, yj_1-Ebene.

0;, d; — variabel
» Rotationsgelenk: 6, variabel, d, fix
» Translationsgelenk, d, variabel, 6, fix

. Zhang, Bernd Schiitz
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Beispiel: Bestimmung der DH-Parameter eines Gelenkes

Bestimmung der DH-Parameter (0, d, a, a) zur Berechnung der
Gelenktransformation: Ay = R,(01) T(d1) Tx(a1)Rx (1)

» Gelenkwinkel: Rotation 67 um die zp-Achse, damit die xg-Achse
parallel zu der x;-Achse liegt

cos(f1) —sin(f1) 0 O

in(0 0 00

Ry(0) = smg 1) cos(() 1) A
0 0 01

in der gezeigten Gelenkstellung ist 8; = 0°
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Beispiel: Bestimmung der DH-Parameter (cont.)

» Gelenkabstand: Translation d; entlang der zp-Achse bis zum
Schnittpunkt von zp-Achse und x;-Achse

100 0
0100
T(d)=1q ¢ 1 ds
000 1

. Zhang, Bernd Schiitz
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Beispiel: Bestimmung der DH-Parameter (cont.)

» Armlange: Translation a; entlang der x3-Achse, um die
Urspriinge der Koordinatensysteme in Deckung

zu bringen
1 00 =i
010 O
T(a)=1o 01 o
0 00 1

. Zhang, Bernd Schiitz
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Beispiel: Bestimmung der DH-Parameter (cont.)

» Verwindung: Rotation a; um die x3-Achse, um die zy-Achse in
die z1-Achse zu Uberfihren

1 0 0 0

R |0 cos(a) —sin(ag) O
x@) 7 10 sin(ay) cos(az) O
0 0 0 1

bei der gezeigten Gelenkkonfiguration ist oy = —90°
und konstruktionsbedingt fest
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Beispiel: Bestimmung der DH-Parameter (cont.)

> Gesamttransformation von KSy nach KS; (allgemein):
OA1 = Rz(91) . Tz(dl) . TX(al) . Rx(al)

cosly —sinficosaq

sinf1since;  ajcosb
| sinfy  cosbficosa

—cosOysina;  apsinfy
- 0 sinan cosory di
0 0 0 1
> hier Rotationsgelenk: 0; - variabel und di, a; und (a3 = —90°) fix:
0A; = R,(61) - T,(d1) - Tx(a1) - Re(—90°)
cosf; 0 —sinfy aycosbq
__|sin6p 0O cosy  apsinf
- 0 -1 0 dr
0 0 0 1
J. Zhang, Bernd Schiitz
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2.8.1 - Roboterkinematik - DH-Konvention 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Vorgehen bei gegebener Struktur

» Ausgangspunkt: Das Koordinatensystem Ay ist das ortsfeste
Ausgangskoordinatensystem in der Basis des Manipulators

» Gelenkachsen bestimmen und von 1 bis n durchnumerieren

» KS;_1 auf Dreh- bzw. Schubachse i positionieren, z;_; zeigt in
Achsrichtung i

» Normale zwischen den Gelenkachsen bestimmen; x; festlegen
(in Richtung der Normalen)

> y; bestimmen (Rechtssystem)
» Denavit-Hartenberg Parameter ablesen

» Gesamttransformation berechnen

J. Zhang, Bernd Schiitz
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Beispiel: Bestimmung der Transformationsmatrix Tg

Beispiel: Bestimmung der homogenen Transformationsmatrix Tg fir
einen gegebenen Manipulatorarm

» Festlegung der Koordinatensysteme nach DH-Konvention

Gelenk 3

Gelenk 4
/ Gelenk 2
. Gelenk1

J. Zhang, Bernd Schiitz
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2.8.1 - Roboterkinematik - DH-Konvention 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Beispiel: Bestimmung der Transformationsmatrix Tg
(cont.)

» DH-Parameter des Spielzeugarmes

i | a a d 0
1] 20 —90° 100 6,
21160 0° 0 6,
3 0 +90° 28 63
4 0 0° 250 64

a,din mm

> abgebildete Position:
91:93:04:Ound 02:—90o
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Beispiel: Bestimmung der Transformationsmatrix Tg
(cont.)

Te = A1-Ax-As- Ay

cosfy 0 —sinf; 20cosf;| [coshr —sinh 0 160cosbs]
_|sinf 0 cosf;  20sin6; sinf; cosf; 0 160sin6s
o 0 -1 0 100 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 i
cosfs 0  sinfs 07 [cosbs —sinby 0 0]
sinf3 0 —cosf; O sinfy cosfy 0 O
0 1 0 28 0 0 1 250
0 0 0 1 0 0 0 1|
cos 61 cos 04(cos 02 cos 03 — sin B2 sin §3) — sin 01 sin b4
| sin 61 cos 04(sin 62 cos O3 + cos 62 sin 03) + cosb: sin b4
- — c0s 04(sin 0, cos B3 + cos 6 sin 63)
0 0o 0 1
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2.8.1 - Roboterkinematik - DH-Konvention 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Position

Te definiert, z. B. bei einem Manipulator mit ausschlieBlich
Rotationsgelenken, wie die n Gelenkwinkel zusammenzufassen sind,
um 6 kartesische Freiheitsgrade zu beschreiben.
» Vorwdrtskinematik K definiert als:

» K:0eR"—> e RS

» Gelenkwinkel — Position + Orientierung
» Inverse Kinematik K ! definiert als:

» K1:XeRC 5 HeR"

» Position + Orientierung — Gelenkwinkel

> nichttrivial, weil K i.A. nicht eindeutig invertierbar
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Bahnplanung

Da Tg nur die Zielposition beschreibt, ist explizite Generierung
einer Trajektorie ndtig, je nach constraints unterschiedlich fiir:
» Gelenkwinkelraum

» kartesischen Raum

Interpolation durch:

» stiickweise Geraden

» stiickweise Polynome

» B-Splines

| 4

Diese Aspekte werden wegen der beschrankten Zeit nicht weiter

vertieft. Siehe hierzu relevante Veranstaltungen unter:
http://tams-www.informatik.uni-hamburg.de/lectures/
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