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Information

I Information := abstrakter Gehalt einer Aussage

I Die Aussage selbst, mit der die Information dargestellt bzw.
übertragen wird, ist eine Repräsentation der Information

I Das Ermitteln der Information aus einer Repräsentation heisst
Interpretation

I Das Verbinden einer Information mit ihrer Bedeutung in der
realen Welt heisst Verstehen
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Repräsentation (Beispiele)

Beispiel: Mit der Information
”
25“ sei die abstrakte Zahl gemeint,

die sich aber nur durch eine Repräsentation angeben lässt:

I Text deutsch: fünfundzwanzig

I Text englisch: twentyfive

. . .

I Zahl römisch: XXV

I Zahl dezimal: 25

I Zahl binär: 11001

I Zahl Dreiersystem: 221

. . .

I Morse-Code: ..--- .....
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Information vs. Interpretation

I Wo auch immer Repräsentationen auftreten, meinen wir
eigentlich die Information, z.B.:

5 · (2 + 3) = 25

I Die Information selbst kann man überhaupt nicht notieren (!)
I Es muss immer Absprachen geben über die verwendete

Repräsentation. Im obigen Beispiel ist implizit die
Dezimaldarstellung gemeint, man muss also die Dezimalziffern
und das Stellenwertsystem kennen.

I Repräsentation ist häufig mehrstufig, z.B.
Zahl: Dezimalzahl: 347
Ziffer: 4-bit binär: 0011 0100 0111
Bit: elektrische Spannung: 0.1V 0.1V 3.3V 3.3V . . .
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Repräsentation vs. Ebenen

In jeder (Abstraktions-) Ebene gibt es beliebig viele
Alternativen der Repräsentation

I Auswahl der jeweils effizientesten Repräsentation

I unterschiedliche Repräsentationen je nach Ebene

Beispiel: Repräsentation der Zahl π = 3.1415 . . . im
I x86 Prozessor 80-bit Binärdaten, Spannungen
I Hauptspeicher 64-bit Binärdaten, Spannungen
I Festplatte kodierte Zahl, magnetische Bereiche
I CD-ROM kodierte Zahl, Land/Pits-Bereiche
I Papier Text,

”
3.14159265. . .“

I . . .

Hendrich & Zhang 6



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Information - Definition und Begriff Rechnerstrukturen

Information vs. Nachricht

N1: Er besucht General Motors

N2: Unwetter am Alpenostrand

N3: Sie nimmt ihren Hut

I Alle Aussagen sind aber doppel/mehrdeutig:

N1: Firma? Militär?

N2: Alpen-Ostrand? Alpeno-Strand?

N3: tatsächlich oder im übertragenen Sinn?

Interpretation: Es handelt sich um drei Nachrichten, die
jeweils zwei verschiedene Informationen enthalten
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Information vs. Repäsentation

I Information: Wissen um oder Kenntnis über Sachverhalte und
Vorgänge (Der Begriff wird nicht informationstheoretisch
abgestützt, sondern an umgangssprachlicher Bedeutung
orientiert).

I Nachricht: Zeichen oder Funktionen, die Informationen zum
Zweck der Weitergabe aufgrund bekannter oder unterstellter
Abmachungen darstellen (DIN 44 300).

I Beispiel für eine Nachricht: Temperaturangabe in Grad Celsius
oder Fahrenheit.

I Die Nachricht ist also eine Darstellung von Informationen und
nicht der Übermittlungsvorgang.
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Beispiel: Binärwerte in 5 V-CMOS-Technologie

I Spannungsverlauf des Signals ist kontinuierlich
I Abtastung zu bestimmten Zeitpunkten
I Quantisierung über abgegrenzte Wertebereiche:

I 0.0 V ≤ a(t) ≤ 1.2 V : Interpretation als 0
I 3.3 V ≤ a(t) ≤ 5.0 V : Interpretation als 1
I außerhalb und innerhalb: ungültige Werte

(Klaus von der Heide, Interaktives Skript T1, demobitrep)
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Modell der Informationsübertragung

Beschreibung der Informationsübermittlung:

I die Nachricht N1 entsteht durch Abbildung α aus der
Information I1

I Übertragung der Nachricht an den Zielort

I Umkehrabbildung α−1 aus der Nachricht N2 liefert die
Information I2

Hendrich & Zhang 10



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Information - Definition und Begriff Rechnerstrukturen

Nachrichtentechnisches Modell der
Informationsübertragung

Beispiele für Störungen:

I Bitfehler beim Speichern

I Störungen beim Funkverkehr

I Schmutz oder Kratzer auf einer CD/DVD

I usw.
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Demo: Information vs. Repräsentation

(Klaus von der Heide, Interaktives Skript T1, inforepres)
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Informationstreue

ergibt α gefolgt von σ dasselbe wie ν gefolgt von α′, dann
heisst ν informationstreu.

I mit α′ als der Interpretation des Resultats der Operation ν

I häufig sind α und α′ gleich, aber nicht immer

I σ injektiv: Umschlüsselung

I ν injektiv: Umcodierung

I σ innere Verknüpfung der Menge J und ν innere Verknüpfung
der Menge R: dann ist α ein Homomorphismus der
algebraischen Strukturen (J , σ) und (R, ν).

I σ bijektiv: Isomorphismus
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Informationstreue

I Welche mathematischen Eigenschaften gelten bei der
Informationsverarbeitung, in der gewählten Repräsentation?

I Beispiel: gilt x2 ≥ 0?
I float: ja
I signed integer: nein

I Gilt (x + y) + z = x + (y + z)?
I integer: ja
I float: nein

1.0E20 + (-1.0E20 + 3.14) = 0

I Details: später
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Beschreibung von Information durch Zeichen

Zeichen (engl: character): Element z aus einer zur Darstellung
von Information vereinbarten, einer Abmachung unterliegenden,
endlichen Menge Z von Elementen.

Die Menge heisst Zeichensatz oder Zeichenvorrat (engl.
character set).

Beispiel:
I Z1 = {0, 1}
I Z2 = {0, 1, 2, . . . , 9,A,B,C ,D,E ,F}
I Z3 = {α, β, γ, . . . , ω}
I Z4 = {CR,LF}
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Binärzeichen

Binärzeichen (engl: binary element, binary digit, bit): Jedes
der Zeichen aus einem Vorrat / aus einer Menge von zwei
Symbolen.

Beispiel:
I Z1 = {0, 1}
I Z2 = {high, low}
I Z3 = {rot, grün}
I Z4 = {+,−}
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Alphabet

Alphabet (engl. alphabet): Ein in vereinbarter Reihenfolge
geordneter Zeichenvorrat A = Z
Beispiel:
I A1 = {0, 1, 2, . . . , 9}
I A2 = { So,Mo,Di,Mi,Do,Fr,Sa }
I A3 = { ’A’, ’B’, . . . , ’Z’ }

Numerischer Zeichensatz: Zeichenvorrat aus Ziffern
und/oder Sonderzeichen zur Darstellung von Zahlen

Alphanumerischer Zeichensatz: Zeichensatz aus
(mindestens) den Dezimalziffern und den Buchstaben des
gewöhnlichen Alphabets, meistens auch mit Sonderzeichen
(Leerzeichen, Punkt, Komma usw.)
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Zeichenkette

Zeichenkette (engl. string): Eine Folge von Zeichen

Wort (engl. word): Eine Folge von Zeichen, die in einem
gegebenen Zusammenhang als Einheit bezeichnet wird.
Worte mit 8 Bit werden als Byte bezeichnet.

Stelle (engl. position): Die Lage/Position eines Zeichens
innerhalb einer Zeichenkette.

Beispiel
I s = H e l l o , w o r l d !
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Darstellung von Zahlen und Zeichen: Übersicht

I Natürliche Zahlen (engl. integer numbers)

I Festkommazahlen (engl. fixed point numbers)

I Gleitkommazahlen (engl. floating point numbers)

I Aspekte der Textkodierung

I Adhoc-Kodierungen

I ASCII und ISO-8859-1

I Unicode

I Pointer (Referenzen, Maschinenadressen)
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Konzept der Zahl

I das Messen ist der Ursprung der Zahl

I als Abstraktion der Anzahl von Objekten

I die man abzählen kann

I Anwendung des Distributivgesetzes:

2 Äpfel+ 5 Äpfel = 7 Äpfel

2 Birnen + 5 Birnen = 7 Birnen

. . .

I 2 + 5 = 7
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Eigenschaften eines Zahlensystems

I Zahlenbereich: kleinste und größte darstellbare Zahl?

I Darstellung negativer Werte?

I Darstellung gebrochener Werte?

I Darstellung sehr großer Werte?

I Unterstützung von Rechenoperationen?

I Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, etc.

I Abgeschlossenheit unter diesen Operationen?

I Methode zur dauerhaften Speicherung/Archivierung?

I Sicherheit gegen Manipulation gespeicherter Werte?
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Literaturtipp

(Georges Ifrah: Universalgeschichte der Zahlen 1998)
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Klassifikation verschiedener Zahlensysteme
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Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Direkte Wahrnehmung vs. Zählen
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Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Abstraktion: Verschiedene Symbole für eine Zahl
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Zählen mit den Fingern (
”
digits“)
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Speicherung: Tonbörse: 15. Jh. v. Chr.

48 Tonkügelchen im Inneren: tamper-proof
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Speicherung: Kerbhölzer
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Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Speicherung: Knotenschnüre

Hendrich & Zhang 29



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Rechnen: Römische Ziffern

I Ziffern: I=1, V=5, X=10, L=50, C=100, D=500, M=1000

I Werte eins bis zehn: I, II, III, IV, V, VI, VII, VIII, IX, X
I Position der Ziffern ist signifikant:

I nach Größe der Ziffernsymbole sortiert, größere stehen links
I andernfalls Abziehen der kleineren von der größeren Ziffer
I IV=4, VI=6, XL=40, LXX=70, CM=900

I heute noch in Gebrauch: Jahreszahlen, Seitennumern, usw.

I Beispiele: MDCCCXIII=1813, MMIX=2009

I keine Symbole zur Darstellung großer Zahlen

I Rechenoperationen so gut wie unmöglich
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Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Römischer Abakus
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Zahldarstellung - Konzept der Zahl Rechnerstrukturen

Römischer Abakus
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Das Stellenwertsystem (
”
Radixdarstellung“)

I Wahl einer geeigneten Zahlenbasis b (
”
Radix“)

I 10: Dezimalsystem
I 60: Sedezimalsystem
I 2: Dualsystem

I Menge der entsprechenden Ziffern {0, 1, . . . , b − 1}
I inklusive einer besonderen Ziffer für den Wert Null

I Auswahl der benötigten Anzahl n von Stellen

|z | =
n−1∑
i=0

ai · bi

I b: Basis, ai Koeffizient an Stelle i

I universell verwendbar, für beliebig große Zahlen
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Einführung der Null: Babylon, 3 Jh. v. Chr.
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Babylon: Beispiel mit Satz des Pythagoras
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Babylon: Sedezimalsystem

I Einführung vor ungefähr 4000 Jahren, erstes Stellenwertsystem

I Basis 60

I zwei Symbole: | = 1 und < = 10

I Einritzen gerader und gewinkelter Striche auf Tontafeln

I Null bekannt, aber nicht mitgeschrieben

I Leerzeichen zwischen zwei Stellen
I Beispiele für Zahlen:

I ||||| 5
I <<||| 23
I | <<< 90 = 1 · 60 + 3 · 10
I | <<| 3621 = 1 · 3600 + 0 · 60 + 2 · 10 + 1

I für Zeitangaben und Winkeleinteilung heute noch in Gebrauch
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Babylon: Beispiel Potenztabelle 100i

(Klaus von der Heide, Interaktives Skript T1, powersbabylon)
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Dezimalsystem

I das im Alltag gebräuchliche Zahlensystem

I Einer, Zehner, Hunderter, Tausender, usw.

I Zehntel, Hundertstel, Tausendstel, usw.
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Dualsystem

I Stellenwertsystem zur Basis 2

I für gegebene Zahl ca. dreimal mehr Stellen als bei Basis 10

I für Menschen daher unbequem (besser Oktal- oder
Hexadezimalschreibweise, s.u.)

I technisch besonders leicht zu implementieren
I weil nur zwei Zustände unterschieden werden müssen

I z.B. zwei Spannungen, Ströme, Beleuchtungsstärken
I s.o.: CMOS-Repräsentation
I robust gegen Rauschen und Störungen

I einfache und effiziente Realisierung von Arithmetik
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Dualsystem: Potenztabelle

Stelle Wert im Dualsystem Wert im Dezimalsystem
20 1 1
21 10 2
22 100 4
23 1000 8
24 1 0000 16
25 10 0000 32
26 100 0000 64
27 1000 0000 128
28 1 0000 0000 256
29 10 0000 0000 512
210 100 0000 0000 1024
. . . . . . . . .
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Addition im Dualsystem

I funktioniert genau wie im Dezimalsystem

I Additionsmatrix:

+ | 0 1

---------

0 | 0 1

1 | 1 10

I Beispiel:

1011 0011

+ 0011 1001

------------

Ü 11 11

------------

1110 1100
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Multiplikation: Dualsystem

I funktioniert genau wie im Dezimalsystem

I p = a · b mit Multiplikator a und Multiplikand b

I Multiplikation von a mit je einer Stelle des Multiplikanten b

I Addition der Teilterme

I Multiplikationsmatrix ist sehr einfach:

* | 0 1

---------

0 | 0 0

1 | 0 1
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Multiplikation: Beispiel

10110011 * 1101 = 179 * 13 = 2327 = 1001 0001 0111

------------------- = 0x917

10110011 1

10110011 1

00000000 0

10110011 1

-------------------

Ü 11 1111

-------------------

100100010111
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Oktalsystem

I Basis 8

I Zeichensatz ist {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
I C-Schreibweise mit führender Null als Präfix:

0001 = 110

0013 = 1110 = 1 · 8 + 3
0375 = 25310 = 3 · 64 + 7 · 8 + 5
usw.

Hinweis: also führende Null in C für Dezimalzahlen unmöglich

I für Menschen leichter lesbar als Dualzahlen

I Umwandlung aus/vom Dualsystem durch Zusammenfassen
bzw. Ausschreiben von je drei Bits
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Hexadezimalsystem

I Basis 16

I Zeichensatz ist {0, 1, 2, . . . , 9,A,B,C ,D,E ,F}
I C-Schreibweise mit Präfix 0x, Klein- oder Grossbuchstaben

0x00000001 (dezimal 1)
0x000000fe (dezimal 254: 15*16+14)
0x0000ffff (dezimal 65535)
0xcafebabe (erstes Wort in Java Class-Dateien)
usw.

I viel leichter lesbar als entsprechende Dualzahl

I Umwandlung aus/vom Dualsystem: Zusammenfassen bzw.
Ausschreiben von je vier Bits:
0x0=0000, 0x1=0001, 0x2=0010, . . . , 0x9=1001,

0xA=1010, 0xB=1011, 0xC=1100, 0xD=1101, 0xE=1110, 0xF=1111

Hendrich & Zhang 45



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Stellenwertsystem Rechnerstrukturen

Beispiel: Darstellungen der Zahl 2001
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Umrechnung Dual-/Oktal-/Hexadezimalsystem

I Gruppieren von jeweils 3 bzw. 4 Bits

I bei Festkomma vom Dezimalpunkt aus nach außen
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Umrechnung zwischen verschiedenen Basen

I Menschen rechnen im Dezimalsystem

I Winkel- und Zeitangaben auch im Sedezimalsystem

I Digitalrechner nutzen (meistens) Dualsystem

I Algorithmen zur Umrechnung notwenig
I Exemplarisch Vorstellung von drei Varianten:

I vorberechnete Potenztabellen
I Divisionsrestverfahren
I Horner-Schema
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Umwandlung über Potenztabellen

Vorgehensweise für Integerzahlen:

I Subtraktion des größten Vielfachen einer Potenz des
Zielsystems (gemäß der vorberechneten Potenztabelle)
von der umzuwandelnden Zahl

I Notation dieses größten Vielfachen (im Zielsystem)

I Subtraktion wiederum des größten Vielfachen vom verbliebenen
Rest

I Addition des zweiten Vielfachen zum ersten

I Wiederholen, bis Rest = 0
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Potenztabellen Dual/Dezimal

Stelle Wert Stelle Wert im Dualsystem
20 1 100 1
21 2 101 1010
22 4 102 110 0100
23 8 103 111 1101 0000
24 16 104 10 0111 0001 0000
25 32 105 0x186A0
26 64 106 0xF4240
27 128 107 0x989680
28 256 108 0x5F5E100
29 512 109 0x369ACA00
210 1024 1010

. . .
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Beispiel
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Zahldarstellung - Umrechnung zwischen verschiedenen Basen Rechnerstrukturen

Beispiel
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Zahldarstellung - Umrechnung zwischen verschiedenen Basen Rechnerstrukturen

Divisionsrestverfahren

I Division der umzuwandelnden Zahl im Ausgangssystem durch
die Basis des Zielsystems

I Erneute Division des ganzzahligen Ergebnisses (ohne Rest)
durch die Basis des Zielsystems, bis kein ganzzahliger
Divisionsrest mehr bleibt

I Beispiel:
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Beispiel

(Hinweis: Division in Basis b nächste Woche)
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Demo: Interaktives Skript, stellen2stellen

(Klaus von der Heide, Interaktives Skript T1, stellen2stellen)
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Horner-Schema

I Darstellung einer Potenzsumme durch ineinander verschachtelte
Faktoren

|z | =
n−1∑
i=0

ai ·bi = (. . . (((an−1·b+an−2))·b+an−3)·b+· · ·+a1)·b+a0

Vorgehensweise:

I Darstellung der umzuwandelnden Zahl im Horner-Schema

I Durchführung der auftretenden Multiplikationen und
Additionen im Zielsystem
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Zahldarstellung - Umrechnung zwischen verschiedenen Basen Rechnerstrukturen

Beispiel
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Zahldarstellung - Umrechnung zwischen verschiedenen Basen Rechnerstrukturen
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Zahlenbereich bei fester Wortlänge

Anzahl der Bits Zahlenbereich jeweils von 0 bis (2n − 1)
4-bit 24 = 16
8-bit 28 = 256
10-bit 210 = 1 024
12-bit 212 = 4 096
16-bit 216 = 65 536
20-bit 220 = 1 048 576
24-bit 224 = 16 777 216
32-bit 232 = 4 294 967 296
48-bit 248 = 281 474 976 710 656
64-bit 264 = 18 446 744 073 709 551 616
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Präfixe

Für die vereinfachte Schreibweise von großen bzw. sehr kleinen
Werten ist die Präfixangabe als Abkürzung von Zehnerpotenzen
üblich. Beispiele:

I Lichtgeschwindigkeit: 300 000 km/s = 30 cm/ns

I Ruheenergie des Elektrons: 0.51 MeV

I Strukturbreite heutiger Mikrochips: 45 nm

I usw.

Es gibt entsprechende Präfixe auch für das Dualsystem. Dazu
werden Vielfache von 210 = 1024 ≈ 1000 verwendet.
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Präfixe für Einheiten im Dezimalsystem

Faktor Name Symbol Faktor Name Symbol

1024 yotta Y 10−24 yocto y
1021 zetta Z 10−21 zepto z
1018 exa E 10−18 atto a
1015 peta P 10−15 femto f
1012 tera T 10−12 pico p
109 giga G 10−9 nano n
106 mega M 10−6 micro µ
103 kilo K 10−3 milli m
102 hecto h 10−2 centi c
101 deka da 10−1 dezi d
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Präfixe für Einheiten im Dualsystem

Faktor Name Symbol Langname
260 exbi Ei exabinary
250 pebi Pi petabinary
240 tebi Ti terabinary
230 gibi Gi gigabinary
220 mebi Mi megabinary
210 kibi Ki kilobinary

Beispiele:

1 kibibit = 1 024 bit

1 kilobit = 1 000 bit

1 megibit = 1 048 576 bit

1 gibibit = 1 073 741 824 bit

(IEC-60027-2, Letter symbols to be used in electrical technology)
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Präfixe für Einheiten im Dualsystem

In der Praxis werden die offiziellen Präfixe nicht immer sauber
verwendet. Meistens ergibt sich die Bedeutung aber aus dem
Kontext. Bei Speicherbausteinen sind Zweierpotenzen üblich, bei
Festplatten dagegen die dezimale Angabe.

I DRAM-Modul mit 1 GB Kapazität: gemeint sind 230 Bytes

I Flash-Speicherkarte 4 GB Kapazität: gemeint sind 232 Bytes

I Festplatte mit Angabe 1 TB Kapazität: typisch 1012 Bytes

I die tatsächliche angezeigte verfügbare Kapazität ist oft
geringer, weil das jeweilige Dateisystem Platz für seine eigenen
Verwaltungsinformationen belegt.

Hendrich & Zhang 64



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Festkommazahlen Rechnerstrukturen

Festkommadarstellung

Darstellung von gebrochenen Zahlen als Erweiterung des
Stellenwertsystems durch Erweiterung des Laufindex zu
negativen Werten:

|z | =
n−1∑
i=0

ai · bi +
i=−1∑
i=−∞

ai · bi

=
n−1∑

i=−∞
ai · bi

mit ai ∈ N und 0 ≤ ai < b.
I Der erste Summand bezeichnet den ganzzahligen Anteil,

während der zweite Summand für den gebrochenen Anteil steht.
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Nachkommastellen im Dualsystem

2−1 = 0.5

2−2 = 0.25

2−3 = 0.125

2−4 = 0.0625

2−5 = 0.03125

2−6 = 0.015625

2−7 = 0.0078125

. . .

I alle Dualbrüche sind im Dezimalsystem exakt darstellbar

(d.h. mit endlicher Wortlänge)
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Beispiel: Umrechnung dezimal 0.3 nach dual
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Beispiel: Dezimalbrüche, eine Nachkommastelle

I gebrochene Zahlen können je nach Wahl der Basis evtl. nur als
unendliche periodische Brüche dargestellt werden.

I insbesondere: viele endliche Dezimalbrüche erfordern im
Dualsystem unendliche periodische Brüche.
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Darstellung negativer Zahlen

Drei gängige Varianten zur Darstellung negativer Zahlen:

I Betrag und Vorzeichen

I Exzess-Kodierung (Offset-basiert)

I Komplementdarstellung

I Integerrechnung häufig im Zweierkomplement

I Gleitkommadarstellung mit Betrag und Vorzeichen
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Darstellung negativer Zahlen: Beispiele
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Betrag und Vorzeichen

I Auswahl eines Bits als Vorzeichenbit
I meistens das MSB (engl. most significant bit)
I restliche Bits als Dualzahl interpretiert
I Beispiel für 4-bit Wortbreite:

0000 +0 1000 −0
0001 +1 1001 −1
0010 +2 1010 −2
0011 +3 1011 −3
0100 +4 1100 −4
. . .
0111 +7 1111 −7

I doppelte Kodierung der Null: +0, −0
I Nachteil: Rechenwerke für Addition/Subtraktion aufwendig
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Exzess-Kodierung (Offset-basiert)

I einfache Um-Interpretation der Binärkodierung

z = Z − offset

I mit z vorzeichenbehafter Wert, Z binäre Ganzzahl,

I beliebig gewählter Offset

I Null wird also nicht mehr durch 000. . . 0 dargestellt

I Größenvergleich zweier Zahlen bleibt einfach

I Anwendung: Exponenten im IEEE-754 Gleitkommaformat

I und für einige Audioformate
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Exzess-Kodierung: Beispiel

Bitmuster Binärcode Exzess-8 Exzess-6 (z = Z − offset)
0000 0 -8 -6
0001 1 -7 -5
0010 2 -6 -4
0011 3 -5 -3
0100 4 -4 -2
0101 5 -3 -1
0110 6 -2 0
0111 7 -1 1
1000 8 0 2
1001 9 1 3
1010 10 2 4
1011 11 3 5
1100 12 4 6
1101 13 5 7
1110 14 6 8
1111 15 7 9

Hendrich & Zhang 73



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Darstellung negativer Zahlen Rechnerstrukturen

b-Komplement: Definition

Definition: das b-Komplement einer Zahl z ist

Kb(z) = bn − z , für z 6= 0

Kb(z) = 0, für z = 0

I b: die Basis (des Stellenwertsystems)

I n: Anzahl der zu berücksichtigenden Vorkommastellen

I mit anderen Worten: Kb(z) + z = bn

I Dualsystem: 2-Komplement

I Dezimalsystem: 10-Komplement
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b-Komplement: Beispiele

b = 10, n = 4 K10(3763)10 = 104 − 3763 = 623710

b = 10, n = 2 K10(0.3763)10 = 102 − 0.3763 = 99.623710

b = 10, n = 0 K10(0.3763)10 = 100 − 0.3763 = 0.623710

b = 2, n = 2 K2(10.01)2 = 22 − 10.012 = 01.112

b = 2, n = 8 K2(10.01)2 = 28 − 10.012 = 11111101.112
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(b − 1)-Komplement: Definition

Definition: das (b − 1)-Komplement einer Zahl z ist

Kb−1(z) = bn − b−m − z , für z 6= 0

I b: die Basis des Stellenwertsystems

I n: Anzahl der zu berücksichtigenden Vorkommastellen

I m: Anzahl der Nachkommastellen

I Dualsystem: 1-Komplement

I Dezimalsystem: 9-Komplement
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(b − 1)-Komplement: Trick

Kb−1(z) = bn − b−m − z , für z 6= 0

I Im Fall m = 0 gilt offenbar Kb(z) = Kb−1(z) + 1

I Trick: das (b − 1)-Komplement kann sehr einfach berechnet
werden. Es werden einfach die einzelnen Bits/Ziffern invertiert.

I Dualsystem: 1-Komplement 1100 1001
alle Bits invertieren 0011 0110

I Dezimalsystem: 9-Komplement 24453
alle Ziffern invertieren 75546
0-9 1-8 2-7 3-6 4-5
Summe: 99999 = 100000− 1
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Subtraktion mit b-Komplement

I bei Rechnung mit fester Stellenzahl n gilt:

Kb(z) + z = bn = 0

weil bn gerade nicht mehr in n Stellen hineinpasst (!)

I also gilt für die Subtraktion auch:

x − y = x + Kb(y)

I Subtraktion kann also durch Addition des b-Komplements
ersetzt werden

I und für Integerzahlen gilt außerdem

x − y = x + Kb−1(y) + 1
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Subtraktion mit Einer- und Zweierkomplement

I Subtraktion ersetzt durch Additon des Komplements
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Veranschaulichung: Zahlenkreis
Beispiel für w-bit

0000

1000

0001

0010

0011

0100

0101

0110

0111

1111

1110

1101

1100

1011

1010

10011001

1010

1011

1100

1101

1110

1111

0111

0110

0101

0100

0011

0010

0001

1000

0000

-7
-6

-5

-4

-3

-2
-1 -0

0 1
2

3

4

5

6
7

-1
-2

-3

-4

-5

-6
-7 -8 7

6

5

4

3

2
10

I links: Zweierkomplement rechts: Betrag und Vorzeichen
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Gleitkommaformat

Wie kann man
”
wissenschaftliche“ Zahlen darstellen?

I Masse der Sonne 1.989 · 1030 kg

I Masse eines Elektrons 0.00000 00000 00000 00016 g

I Anzahl der Atome pro Mol 6023 00000 00000 00000 00000

. . .

Darstellung im Stellenwertsystem?

I gleichzeitig sehr große und sehr kleine Zahlen notwendig

I entsprechend hohe Zahl der Vorkomma- und Nachkommastellen

I durchaus möglich (Java3D: 256-bit Koordinaten)

I aber normalerweise sehr unpraktisch

I typische Meßwerte haben nur ein paar Stellen Genauigkeit
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Gleitkomma: Motivation

Grundidee: halblogarithmische Darstellung einer Zahl:
I Vorzeichen (+1 oder −1)

I Mantisse als normale Zahl im Stellenwertsystem

I Exponent zur Angabe der Größenordnung

z = sign ·mantisse · basisexponent

I handliche Wertebereiche für Mantisse und Exponent

I arithmetische Operationen sind effizient umsetzbar

I Wertebereiche für ausreichende Genauigkeit wählen

(Hinweis: rein logarithmische Darstellung wäre auch möglich,
aber Addition/Subtraktion sind dann sehr aufwendig.)
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Gleitkomma: Dezimalsystem

z = (−1)s ·m · 10e

I s Vorzeichenbit

I m Mantisse als Festkomma-Dezimalzahl

I e Exponent als ganze Dezimalzahl

I Schreibweise in C/Java: Vorzeichen Mantisse E Exponent

6.023E23 6.023 · 1023 (Avogadro-Zahl)

1.6E-19 1.6 · 10−19 (Elementarladung des Elektrons)

Hendrich & Zhang 83



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Gleitkomma und IEEE 754 Rechnerstrukturen

Gleitkomma: Beispiel für Zahlenbereiche
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Gleitkomma: Historie

I 1937 Zuse: Z1 mit 22-bit Gleitkomma-Datenformat
I . . .
I 195x Verbreitung von Gleitkomma-Darstellung

für numerische Berechnungen
I 1980 Intel 8087: erster Koprozessor-Chip,

ca. 45.000 Transistoren, ca. 50k FLOP/s
I 1985 IEEE-754 Standard für Gleitkomma
I 1989 Intel 486 mit integriertem Koprozessor
I 1995 Java-Spezifikation fordert IEEE-754
I 1996 ASCI-RED: 1 TFLOPS (9152x PentiumPro)
I 2008 Roadrunner: 1 PFLOPS (12960x Cell)
I . . .

(FLOPS := floating-point operations per second)

Hendrich & Zhang 85



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Gleitkomma und IEEE 754 Rechnerstrukturen

Gleitkomma: Zahlenbereiche

I Darstellung üblicherweise als Betrag+Vorzeichen

I negative und positive Zahlen gleichberechtigt (symmetrisch)

I separate Darstellung für den Wert Null

I sieben Zahlenbereiche: siehe Bild

I relativer Abstand benachbarter Zahlen bleibt ähnlich
(vgl. dagegen Integer: 0/1, 1/2, 2/3, . . . , 65535/65536, . . . )
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Gleitkomma: Normalisierte Darstellung

z = (−1)s ·m · 10e

I diese Darstellung ist bisher nicht eindeutig:

123 · 100 = 12.3 · 101 = 1.23 · 102 = 0.123 · 103 = . . .

normalisierte Darstellung

I Exponent anpassen, bis Mantisse im Bereich 1 ≤ m < b liegt

I Darstellung ist dann eindeutig

I im Dualsystem: erstes Vorkommabit ist dann also 1, muss also
nicht gespeichert werden

I evtl. zuzätzlich sehr kleine Zahlen nicht-normalisiert
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IEEE-754 Standard

bis 1985 ein Wildwuchs von Gleitkomma-Formaten:
I unterschiedliche Anzahl Bits in Mantisse und Exponent
I Exponent mit Basis 2, 10, oder 16
I diverse Algorithmen zur Rundung
I jeder Hersteller mit eigener Variante

I Numerische Algorithmen nicht portabel

I 1985: Publikation des Standards IEEE-754 zur
Vereinheitlichung

I klare Regeln, auch für Rundungsoperationen
I große Akzeptanz, mittlerweile der universale Standard

(Details: unter anderem in en.wikipedia.org/wiki/IEEE 754
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IEEE-754: float und double

I 32-bit-Format: einfache Genauigkeit (single precision, float)

I 64-bit-Format: doppelte Genauigkeit (double precision, double)

I Mantisse als normalisierte Dualzahl, 1 ≤ m < 2

I Exponent in Exzess-127 bzw. Exzess-1023 Kodierung

I einige Sonderwerte: Null (+0, −0), NaN, Infinity
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IEEE-754: Zahlenbereiche
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Matlab-Demo: demoieee754

I Zahlenformat wählen (float=short real, double=long real)

I Dezimalzahl in oberes Textfeld eingeben

I Mantisse/Exponent/Vorzeichen in unteres Textfeld eingeben

I andere Werte werden jeweils aktualisiert

(Klaus von der Heide, Interaktives Skript T1, demoieee754)
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Matlab-Demo: demoieee754

I Genauigkeit bei float: 23+1 bits, ca. 6..7 Dezimalstellen

I Genauigkeit bei double: 52+1 bits, ca. 16 Dezimalstellen

(Erinnerung: ln2(10) = ln(10)/ ln(2) ≈ 3.321)
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Beispiele: float

I 1-bit Vorzeichen 8-bit Exponent (Exzess-127), 23-bit Mantisse

z = (−1)s · 2(eeee eeee−127) · 1.mmmm mmmm mmmm . . .mmm

I 1 1000 0000 1110 0000 0000 0000 0000 000

z = −1 · 2(128−127) · (1 + 0.5 + 0.25 + 0.125 + 0)

= −1 · 2 · 1.875 = −3.750

I 0 1111 1110 0001 0011 0000 0000 0000 000

z = +1 · 2(254−127) · (1 + 2−4 + 2−7 + 2−8)

= 2127 · 1.07421875 = 1.953965 · 1038

Hendrich & Zhang 93



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Gleitkomma und IEEE 754 Rechnerstrukturen

Beispiele: float

z = (−1)s · 2(eeee eeee−127) · 1.mmmm mmmm mmmm . . .mmm

I 1 0000 0001 0000 0000 0000 0000 0000 000

z = −1 · 2(1−127) · (1 + 0 + 0 + · · ·+ 0)

= −1 · 2−126 · 1.0 = −1.1755 · 10−38

I 0 0111 1111 0000 0000 0000 0000 0000 001

z = +1 · 2(127−127) · (1 + 2−23)

= 1 · (1 + 0.0000001) = 1.0000001
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BitsToFloat.java

public static void main( String[] args ) {

p( "1", "01111111", "00000000000000000000000" );

}

public void p( String s, String e, String m ) {

int sign = (Integer.parseInt( s, 2 ) & 0x1) << 31;

int exponent = (Integer.parseInt( e, 2 ) & 0xFF) << 23;

int mantisse = (Integer.parseInt( m, 2 ) & 0x007FFFFF);

int bits = sign | exponent | mantisse;

float f = Float.intBitsToFloat( bits );

System.out.println( dumpIntBits(bits) + " " + f );

}

public String dumpIntBits( int i ) {

StringBuffer sb = new StringBuffer();

for( int mask=0x80000000; mask != 0; mask = mask >>> 1 ) {

sb.append( ((i & mask) != 0) ? "1" : "0" );

}

return sb.toString();

}
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Beispiele: BitsToFloat

10111111100000000000000000000000 -1.0

00111111100000000000000000000000 1.0

00111111100000000000000000000001 1.0000001

01000000010000000000000000000000 3.0

01000000011000000000000000000000 3.5

01000000011100000000000000000000 3.75

01000000011111111111111111111111 3.9999998

01000000110000000000000000000000 6.0

00000000100000000000000000000000 1.17549435E-38

11000000011100000000000000000000 -3.75

01111111010000000000000000000000 2.5521178E38

01111111000010011000000000000000 1.8276885E38

01111111011111111111111111111111 3.4028235E38

01111111100000000000000000000000 Infinity

11111111100000000000000000000000 -Infinity

01111111110000000000000000000000 NaN

01111111100000111100000000000000 NaN
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Gleitkomma: Addition, Subtraktion

Addition von Gleitkommazahlen y = a1 + a2

I Skalierung des betragsmäßig kleineren Summanden

I Erhöhen des Exponenten, bis e1 = e2 gilt

I gleichzeitig entsprechenes Skalieren der Mantisse

I Achtung: dabei verringert sich die effektive Genauigkeit des
kleineren Summanden

I anschließend Addition/Subtraktion der Mantissen

I ggf. Normalisierung des Resultats

I Beispiele in den Übungen
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Gleitkomma-Addition: Beispiel

a = 9.725 · 107; b = 3.016 · 106

y = (a + b)

= (9.725 · 107 + 0.3016 · 107) Angleichung der Exponenten

= (9.725 + 0.3016) · 107 Distributivgesetz

= (10.0266) · 107 Addition der Mantissen

= 1.00266 · 108 Normalisierung

= 1.003 · 108 Runden bei fester Stellenzahl

I normalerweise nicht informationstreu (!)
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Achtung: Auslöschung

Probleme bei Subtraktion zweier Gleitkommazahlen:

I Fall 1: Exponenten stark unterschiedlich

I kleinere Zahl wird soweit skaliert, dass von der Mantisse (fast)
keine gültigen Bits übrigbleiben

I kleinere Zahl geht verloren, bzw. Ergebnis ist stark ungenau

I Beispiel: (1.0E20 + 3.14159) = 1.0E20

I Fall 2: Exponenten und Mantisse fast gleich

I fast alle Bits der Mantisse löschen sich aus

I Resultat hat nur noch wenige Bits effektiver Genauigkeit

Hendrich & Zhang 99



Universität Hamburg

MIN-Fakultät
Department Informatik

Zahldarstellung - Gleitkomma und IEEE 754 Rechnerstrukturen

Gleitkomma: Multiplikation, Division

Multiplikation von Gleitkommazahlen y = a1 · a2

I Multiplikation der Mantissen und Vorzeichen

I Addition der Exponenten

I ggf. Normalisierung des Resultats

y = (s1 · s2) · (m1 ·m2) · be1+e2

Division entsprechend:

I Division der Mantissen und Vorzeichen

I Subtraktion der Exponenten

I ggf. Normalisierung des Resultats

y = (s1/s2) · (m1/m2) · be1−e2
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IEEE-754: Infinity, Not-a-Number

I schnelle Verarbeitung großer Datenmengen

I ungerne Statusabfrage nach jeder einzelnen Operation

I trotzdem Hinweis auf aufgetretene Probleme wichtig

I Inf (infinity): spezieller Wert für plus/minus Unendlich

I Beispiele: 2/0, -3/0, arctan( pi ), usw.

I NaN (not-a-number): spezieller Wert für ungültige Operation

I Beispiele: sqrt(-1), arcsin(2.0), Inf/Inf, usw.
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IEEE-754: Inf, NaN, ±0

I Rechnen mit Inf funktioniert normal: 0/Inf = 0

I NaN für undefinierte Werte: sqrt(-1), arcsin(2.0), . . .

I jede Operation mit NaN liefert wieder NaN
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IEEE-754: FloatInfNaNDemo.java

java FloatInfNaNDemo

0 / 0 = NaN

1 / 0 = Infinity

-1 / 0 = -Infinity

1 / Infinity = 0.0

Infinity + Infinity = Infinity

Infinity + -Infinity = NaN

Infinity * -Infinity = -Infinity

Infinity + NaN = NaN

sqrt(2) = 1.4142135623730951

sqrt(-1) = NaN

0 + NaN = NaN

NaN == NaN? false Achtung (!)

Infinity > NaN? false Achtung (!)
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ULP: Unit in the last place

I die Differenz zwischen den beiden Gleitkommazahlen, die einer
gegebenen Zahl am nächsten liegen

I diese beiden Werte unterscheiden sich im niederwertigsten Bit
der Mantisse

I daher auch das Maß für die erreichbare Genauigkeit

I IEEE-754 fordert eine Genauigkeit von 0.5 ULP für die
elementaren Operationen (Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division, Quadratwurzel)

I in anderen Worten: das Resultat ist beste darstellbare Wert
I gute Mathematik-Software garantiert 1 ULP auch für höhere

Funktionen (Logarithmus, Sinus, Cosinus usw.)
I Java: java.lang.Math.ulp( double d )
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Rundungsfehler

I sorgfältige Behandlung von Rundungsfehlern essentiell

I teilweise Berechnung mit zusätzlichen Schutzstellen

I dadurch Genauigkeit ±1 ULP für alle Funktionen

I ziemlich komplexe Sache

I in dieser Vorlesung nicht weiter vertieft

I beim Einsatz von numerischen Algorithmen unbedingt
anschauen
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Datentypen in der Praxis: Maschinenworte

I die meisten Rechner sind für eine Wortlänge optimiert

I 8-bit, 16-bit, 32-bit, 64-bit, . . . Maschinen

I die jeweils typische Länge eines Integerwertes

I und meistens auch von Speicheradressen

I zusätzlich Teile oder Vielfache der Wortlänge unterstützt

I derzeit dominieren noch 32-bit Rechner:
I Wortlänge für Integerwerte ist 32-bit
I adressierbarer Speicher ist 232 Bytes (4 GB)
I bereits zu knapp für speicherhungrige Applikationen

I sukzessive Übergang zu 64-bit Rechnern
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Datentypen auf Maschinenebene

I gängige Prozessoren unterstützen mehrere Datentypen
I entsprechend der elementaren Datentypen in C, Java, . . .
I void* ist ein Pointer (Referenz, Speicheradresse)
I Beispiel für die Anzahl der Bytes:

C Datentyp DEC Alpha typ. 32-bit Intel IA-32 (x86)
int 4 4 4
long int 8 4 4
char 1 1 1
short 2 2 2
float 4 4 4
double 8 8 8
long double 8 8 10/12
void * 8 4 4
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