Einfithrung - Fourierreihen

Im folgenden soll versucht werden, den Begriff der Fouriertransformation und
einiger Begriffe, die damit im Zusammenhang stehen, etwas klarer zu machen.
Auf eine wirklich saubere mathematische Beweisfiihrung wird dabei verzichtet,
sondern es soll eher anhand einiger Beispiele gezeigt werden, wozu man die
Informationen, die man aus dieser Transformation erhélt, benutzen kann.

Bevor wir auf den Begriff der Fouriertransformation, der fiir die Nachrichten-
technik von entscheidender Bedeutung ist, kommen, sei zunéchst an das erin-
nert, was man (vielleicht) tiber das einfachere Gegenstiick, die Fourierreihen,
gelernt hat. Dazu betrachten wir eine periodische Funktion f(¢) mit der Periode
T, d.h. es gilt f(t +T) = f(t) fiir alle t. Weiterhin sei f = 1/T die Frequenz
und w = 27 f die Kreisfrequenz der Funktion. Man kann nun zeigen, dass sich
unter recht allgemeinen Bedingung (stiickweise Stetigkeit und Beschrénktheit
in Interval [0,7]), die in der Praxis fast immer gegeben sind, f(¢) in eine sog.
Fourier-Reihe entwickeln lésst.
Qap > .
f(t) = 5 T > (ay cos vwt + by sin vwt)
v=1

mit
9 [T
a, = —/ f(t) cos vwtdt
T Jo
9 [T
b, = f/o f(t)sinvwtdt

Betrachten wir als Beispiel die folgende Funktion (ein periodisches Rechteck):
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Es ergibt sich sofort:
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Fiir die Integration der {ibrigen Integrals ist die Substitution x = vwt niitzlich,
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Die Integration fiihrt man hier, da U, in der zweiten Hélfte der Periode Null

ist, nur bis T/2 durch bzw. bis ¢ = vwl = vr:
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Die Fourierreihe des periodischen Rechtecks enthélt demnach keine Cosinus-
Anteile und Sinus-Anteile nur im ungeradzahligen Vielfachen von wy:
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Das Gegenstiick ist die Fourierreihe der folgenden Funktion
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Ein zentraler Begrift in der Nachrichtentechnik ist der des Spektrums einer
gegebenen Funktion. Fiir den einfachen Fall von periodischen Funktionen sind
das einfach die Werte von a; und b; in der Fourierreihe als Funktion der Kreis-
frequenz w. Weil die Fourierkoeffizienten schon von der Definition her nur fiir
die diskreten Werte n - w ungleich Null sein konnen, spricht man hier auch von
einem diskreten Spektrum. Fiir unsere Funktion Up erhélt man zum Beispiel:
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Im Zusammenhang mit der Fouriertransformation werden wir sehen, dass Spek-
tren auch ‘echte’ Funktionen der Kreisfrequenz w sein kénnen, wobei als Funk-
tionswerte sogar komplexe Zahlen auftreten konnen. Dies liegt daran, dass in
der Technik neben der Darstellung der Fouriereihe mit Sinus- und Cosinusfunk-
tionen eine andere Représentation iiblich, die komplexe Zahlen als Koeffizienten
hat und mit der komplexen Exponentialfunktion arbeitet. Wie (hoffentlich) aus
der Mathematik bekannt gilt die Formel *:

el = cos¢+ j sin¢

Damit ldsst sich die Fourierreihe einer periodischen Funktion formal auch schrei-
ben als
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Das lésst sich allgemein auch schreiben als:

_l/Tf(t) —juwtdt
C,,—T o e

'Wir schreiben hier wie in der Nachrichten- und Elektrotechnik iiblich j statt i fiir die
komplexe Einheit




Insbesondere ist dann z.B.

Auch hier liefe sich wieder das diskrete Spektrum angeben, das hier symetrisch
zur y-Achse liegt, weil in U; nur Cosinus-Funktionen auftreten. Man beachte
dabei, dass als Preis dafiir, dass man mit komplexen Zahlen arbeitet und eine
kompakte Darstellung fiir die Fourierreihe hat, jetzt auch (eigentlich physika-
lisch sinnlose) negative Frequenzen auftreten (man beachte das z.B. in Versuch
T4.2.4).

An dieser Stelle fragt man sich, ob sich der Aufwand iiberhaupt lohnt, und
tatsdchlich ldsst sich all das, was jetzt noch folgt, auch (fast) ohne komplexe
Zahlen durchrechnen, wobei man dann z.B. statt der Fouriertransformation zwei
Integrale hat, in denen Sinus- und Cosinusfunktionen auftreten. Wir gehen hier
aber den Weg, der sich in der Nachrichtentechnik und allgemein Systemtheo-
rie durchgesetzt hat. Man sollte sich auch nicht zu sehr von den komplexen
Zahlen, die immer wieder auftreten, abschrecken lassen. Wenn man sich sagt,
dass der Realteil immer einer Cosinus- und der Imaginérteil einer iiberlager-
ten Sinusschwingung der gleichen Kreisfrequenz entspricht, wird meist schon
einiges klarer. Trotzdem bleibt die Frage, was sich mit unseren Fourierreihen
tiberhaupt anfangen ldsst. Betrachten wir dazu ein einfaches Beispiel aus der
Elektotechnik.

Gegeben sei die folgende Schaltung:

v c——|u.

Wie sieht dann die Ausgangsspannung U,, wenn wir fiir die Spannung U, unser
oben definiertes periodisches Rechteck U; wahlen?

Im ersten Moment erscheint das eine schwer l6sbare Aufgabe zu sein, zumal U;
noch nicht einmal iiberall differenzierbar ist und es darum nicht ganz unproble-
matisch zu sein scheint, im konkreten Fall U, {iber die entsprechende Differenti-
algleichung zu berechnen, die sich hier noch relativ leicht aufstellen ldsst. Nicht
einmal das ist aber notig, sondern man braucht eigentlich nur die Fourierreihe
fiir Uy, um die entsprechende Fourierreihe fiir U, zu berechnen. Fiir komplizierte
Schaltungen war das, bevor es Computer und entsprechende Programme gab,
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oft der einzige Weg, um {iberhaupt schnell zu einer Naherungslosungs zu kom-
men. Sehen wir uns also an, wie man formal vorgeht (Zumindest, wer bei Frau
Mertsching die T2-Vorlesung gehort hat, sollte ungeféhr verstehen, worum es
geht). Offenbar lisst sich die Schaltung als Spannungsteiler interpretieren, d.h.
es gilt

U 1/Cwj
U.  R+1/Cwj
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oder mit = RC

1
Y U, = Aw) U,

Ua:(1+7'2w2_1+7'2w2j

Man kann jetzt zeigen, dass wie bei jeder Schaltung aus Widerstédnden, Konden-
satoren und Spulen U, sinusformig ist, wenn U, sinusférmig ist, und der Betrag
der komplexen Zahl A(w) das Verhiltnis der beiden Amplituden angibt.

Rein formal erhilt man dann:
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oder wieder als gewohnliche Fourier-Reihe

U,(t)
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So kompliziert diese Formel auch aussehen mag, letztlich ist es nur stupides
Rechnen, was man braucht, um darauf zu kommen. Fiir alle, die Spafl daran
haben, auch noch, was sich ergibt, wenn man U,(t) = Uy(t) wihlt:

2 osin(2n + Lwt — 7 (2n 4+ 1)wcos(2n + 1w t
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Die folgende Grafik zeigt die Funktion U;(¢t) und U,(t) fir w = 2, wobei
die Fourierreihe einmal nach dem zweiten und einmal nach dem siebten Glied
abgebrochen worden ist.
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Die Fouriertransformation

Fiir periodische Vorgénge haben wir mit den Fourier-Reihen ein addquates Hilfs-
mittel gefunden, das es auch z.B. in der Elektrotechnik erlaubt, das bei linearen
Netzwerken eine Aussage fiir ihr Verhalten zu machen. In der Nachrichtentech-
nik gilt das leider so nicht mehr, einfach, weil Nachrichten keine periodischen
Vorgénge sind: Z.B. wiirde es schnell langweilig werden, immer dasselbe Sen-
dung im Radio zu horen. Es stellt sich daher die Frage, ob sich nicht auch fiir
nicht-periodische Vorgénge eine dhnliche Theorie aufbauen lisst. Dies ist in der
Tat der Fall, wobei allerdings einige Einschrankungen und “Merkwiirdigkeiten”
zu beachten sind. Der recht naheliegende Grundgedanke ist dabei, sich zu fra-
gen, was eigentlich mit unserer Fourierreihe geschieht, wenn man die Periode T
immer grofler machte, also den Grenzwert 7' — oo bildet, denn dann lieflen sich
ja ein Signal f(t) analysieren, das zeitlich beliebig ausgedehnt sein kann. Wenn
diese Uberlegung weiter verfolgt, geht die Fourierreihe in ein Integral iiber:

+oo .
Flwj) = / F(£) e~ivtdt
—00
Man nennt dann F(w j) die Fouriertransformierte oder die Spektralfunk-
tion der Funktion f(¢) und spricht auch von einer Transformation vom Zeitbe-
reich in den Frequenzbereich.

Betrachten wir ein Beispiel und zwar die Funktion

1 firl<t<?2
0 sonst

fi(t) :{



Dann ist also (bitte nachrechnen!):

2 .
Fijw) = /16_7‘”tdt

_ i(e—zjw )
Das folgende Bild zeigt den Betrag der Funktion Fi(j w)
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Die Frage ist natiirlich, welche fiir die Praxis relevanten Informationen sich
daraus ziehen lassen. Wie im Fall des diskreten Spektrums bei den Fourierrei-
hen ist es auch hier so, dass man aus £} entnehmen kann, welche Frequenzen
man mit welcher Amplitude und Phase brauchen wiirde, um die Funktion f; (%)
vollstédndig, d.h. als sauberes Rechteck, zu iibertragen. Da man aber nicht der
einzige sein wird, der seine Informationen {ibertragen mochte, ist es sehr wahr-
scheinlich, dass es zu gegenseitiger Beeinflussung kommen wird, wenn jeder Sen-
der wirklich alle Frequenzen zur Ubertragung benutzt. Daraus folgt, dass man
sich auf einen bestimmtes Frequenzband beschrinken muss. Dies entspricht bei
unserer Fourierreihe die Tatsache, dass kann man nicht alle Glieder, sondern
nur endliche viele auswerten kann, aber immer noch so viel nehmen muss, dass
das Ergebnis nicht zu sehr verfilscht wird. Sehen wir uns noch einmal das Bild
des Betrags der Funktion Fi, so lésst sich sagen, dass die Funktionswerte nur
langsam kleiner werden, so dass die Gefahr besteht, dass das Rechteck, das wir
tibertragen mochten, stark verfélscht wird, wenn man die hohen Frequenzen
einfach abschneidet. Ob das wirklich so ist und was ‘hoch’ konkret bedeutet,
soll hier nicht diskutiert werden, zumal auch davon abhingt, welche Ubertra-
gungsqualitdt man {iberhaupt erwartet.



Machen wir diese Uberlegungen an einem konkreten Beispiel fest und betrach-
ten wieder unser RC-Glied mit U,(t) = fi(¢). Damit unsere Nachricht (das
Rechteck) sauber iibertragen wird, also gilt U, (t) = U,(t), muss sich offenbar
der Kondensator schnell auf- und entladen kénnen, was heifit, dass 7 = R - C
klein gegeniiber der Lange des Rechtecks sein muss.

Zum anderen weify man vielleicht noch aus Versuch T2-4, dass sich unser RC-
Glied auch als sog. Tiefpass interpretieren ldsst, d.h. eine sinusférmige Span-
nung U, wird umso besser {ibertragen, desto kleiner ihre Frequenz ist. Vielleicht
erinnert man sich noch an folgendes Bild, wobei auf der x-Achse die Kreisfre-
quenz w und auf der y-Achse das Verhéltnis A der Amplituden von U, zu U,
liegt:
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und den Begriff der Grenzfrequenz w,, die bei der Kreisfrequenz liegt, wo gilt
A =1/+/2. In obigen Bild ist also w, = 1001/s. w, ldsst sich hier auch explizit
als Funktion von R und C berechnen:

_
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Wenn man sich jetzt die Fouriertransformierte unseres Rechtecks ansieht, dann
hatten wir gesagt, dass auch noch hohe Frequenzen notwendig sind, damit unser
Rechteck sauber iibertragen wird. Das bedeutet aber, dass wir dafiir sorgen
miissen, dass unser Tiefpass sie noch mit einer ausreichend groflen Amplitude
durchlésst. Wir miissen also unser w, gro wiahlen und damit R - C klein, wie
wir es uns oben auch schon iiberlegt hatten.

Entsprechend kann man sich {iberlegen, dass beim entsprechenden Hochpass
(R und C in der Schaltung vertauscht), bei dem die groen Frequenzen besser
ibertragen werden als die kleinen und sich wy nach derselben Formel berechnet,



R - C grof} sein muss, damit die kleinen Frequenz, die wie unserer Fouriertrans-
formierten besonders wichtig fiir das Ausgangssignal sind, noch mit einer groflen
Amplitude tibertragen werden.

Wenden wir uns jetzt einem anderen Problem zu, bei dem uns moglicherweise
die Fouriertransformation helfen kann. Wir hatten oben bei den Fourierreihen
gesehen, dass sich bei unserem RC-Glied (und prinzipiell bei jeder Schaltung aus
Widerstdnden, Kondensatoren und Spulen) die Ausgangsspannung U, zumin-
dest ndherungsweise berechnen lésst, wenn man die Fourierententwicklung von
U, kennt. Wenn die Fouriertransformation eine Verallgemeinerung auf nicht-
periodische Signale sein soll, miisste etwas Ahnliches jetzt auch moglich sein.
Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, stellt sich natiirlich die Frage, wie
man von der Fouriertransformierten F(jw) im Frequenzbereich wieder auf die
urspriingliche Funktion f(t) in Zeitbereich zuriickkommt. Hier soll nur das Er-
gebnis angeben werden:

Wenn gilt
+o0

F(wj) :/ F(8) e~itdt
dann ist
f) = 5= [ FGw)eta
T on ) YW
An dieser Stelle ist es auch niitzlich, eine Funktion einzufiihren, die auch in
den Versuchen mehrfach auftritt (z.B. in T4-3.1 und T4-3.2). Es ist dies die
Heaviside-Funktion H(t) (auch Einheitssprung genannt), die definiert ist als

0 firt<O0
H(t)_{ 1 firt>0

Unserer Rechteck ldsst sich dann auch schreiben als
fit)y=H(t—1)— H(t—2)

Kommen wir jetzt also zuriick auf unser Problem, wie U, fir U, = f;(t) aus-
sieht. Es zeigt sich, dass man hier wirklich ebenso vorgehen kann, wie bei unse-
ren Fourierreihen, indem man einfach unser A(w) mit F(j w) multipliziert und
dann zuriicktransformiert, wobei man fairerweise sagen sollte, dass das nicht
unbedingt die typische Anwendung fiir die Fouriertransformation ist, weil mit
der sog. Laplacetransformation zu diesem Zweck ein einfacher zu handhabendes
Hilfsmittel zur Verfiigung steht, aber in einfachen Fillen wie dem oben bekommt
man noch zu Ergebnissen, auch wenn man auch dann besser ein Computertal-
gebrasystem wie MATLAB, MAPLE oder Mathematica zur Hilfe nimmt. Wenn



man das tut, findet man mit 7 = RC (wieder ohne eine einzige Differentialglei-
chung aufgestellt zu haben!):

1— e (t1)/7 firl <t<2

{ 0 firt <1
L e /M —e==D/IT fiir t > 2

Ua(t) =

Sehen wir uns das einmal in einer Grafik an (der zweite Parameter ist jeweils
die gewihlte Grenzfrequenz w,):
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Wie man sieht, ist im gewdhlten Bereich der Tiefpass ziemlich unempfindlich
gegen eine absolute Anderung von wg, wihrend das beim Tiefpass anders ist.
Wenn man sich unsere Fouriertransformierte in Bild 1 ansieht, erstaunt dieses
Ergebnis wenig, weil wichtig fiir eine saubere Ubertragung des Rechtecks gerade
die kleinen Frequenzen sind, wihrend man die groflen mehr oder weniger unter
den Tisch fallen lassen kann.
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Die Diracsche Deltafunktion

An diesem Punkt konnte man geneigt sein, sich erst einmal zufrieden zurtick-
zulehnen, selbst wenn natiirlich noch mehr als genug Probleme gibt. Vielleicht
kommt man dann auch auf die Idee, einmal die Fouriertransformierte von cos wy t
zu berechnen. Wenn die Fouriertransformation eine Verallgemeinerung der Fou-
rierreihen sein soll, dann wiirde man als Ergebnis ein diskretes Spektrum mit
zwel Werten ungleich Null bei den Frequenzen —wj, und wy erwarten. Leider
zeigt es sich, dass dem keineswegs so ist, ja es zeigt sich sogar, dass die Fourier-
transformierte zu unserem Cosinus gar nicht existiert, weil das Integral nicht
konvergiert. Zum anderen ist es aber auch so, dass die inverse Fouriertransfor-
mierte einer Funktion, die nur an zwei Stellen von Null verschieden ist, gleich
Null ist, weil das Integral zweier Funktionen, die sich nur in endlich vielen
Punkten unterscheiden, gleich ist. Das scheint der ganzen Theorie, wenn man
sie praktisch einsetzen mochte, einen schweren Schlag zu versetzen, weil gera-
de Sinus und Cosinus in der Nachrichtentechnik von zentraler Bedeutung sind,
und darum muss man sich etwas iiberlegen, mit dem man dieses Problem um-
schiffen kann. Wegen der Bedeutung der ganzen Vorgehensweise soll das hier
etwas breiter ausgefiihrt werden, statt einfach nur das (dann etwas willkiirlich
erscheinende) Ergebnis zu nennen.

Was man fiir die Fouriertransformierte eines Cosinus mit der Kreisfrequenz wy
erwartet ist wie gesagt ein diskretes Spektrum mit zwei Werten ungleich Null
bei —wp und wy. Dies lidsst sich mit der oben definierten Heavisidefunktion
angendhert darstellen als Grenzwert n — 0 der Funktionenfolge:

A(w) :H(w+w0+n)—H(w‘—i—wo)—i—H(w—wo)—H(w—wo—n)

N N

—Wo Wo

Ganz befriedigt dieser Ansatz aber auch noch nicht, weil mit  — 0 auch die
Fliache unter der Kurve gegen Null geht und man damit als Grenzwert die
konstante Funktion O als inverse Fouriertransformierte erhalten wiirde. Darum
betrachtet man statt der oben definierten Funktionen A(w) die folgenden mit
n —oound n=1/n:

Ayw)=n-(Hw+wy+n) — Hw+wy) + Hw —wy) — H(w —wp — 7)),

was dafiir sorgt, dass die Fliache unter den beiden Rechtecken jeweils 1 ist. Bilden
wir jetzt also die inverse Fouriertransformierte C,,(¢) fiir unsere A,. Man findet
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dann:

1 f-wo 1 . 1 jwotnl .
Cu(t) = —/ —e“tdw + —/ = e“tdw
27 J—wy—n n 27 Juy n

1 S . . .
_ (6 wo]t_e (w0+n)]t+e(w0+n)]t_ewoyt)

2mn gt

1
= —t (SID(WO + T]) — 81 Wy )

Nach einem Cosinus sieht das zwar immer noch nicht aus, aber jetzt hilft ein
Blick in eine Formelsammlung, denn es gilt

. . rT+y . r—yY
sinz — siny = 2cos sin
2 2
also ) )
w t t
Cu(t) = p— Ccos ( 0;_ ) sin%
und mit n — oo oder n — 0 mit
i 2 1
lim sinz/ 1
z—0 T 2

bis auf einen konstanten Faktor das gewiinschte Ergebnis
1
Cw(t) = — coswyt
™

Man fiihrt daher die sog. Diracsche Deltafunktion é(xz), die definiert ist durch

] 0 firz#0
5(x)—{ oo firz=0

und die zusétzliche Forderung

/+Oo d(z)dr =1

— o0

Es sei hier ausdriicklich betont, dass §(z) keine Funktion im klassischen Sinn
ist, sondern eine Hilfskonstruktion, die sich in der Physik und der Technik als
duferst hilfreich erweist, aber der Mathematik Jahrzehnte lang schwer im Ma-
gen gelegen hat, bis es ihr gelungen ist, mit den sog. Distributionen einen ent-
sprechenden theoretischen Unterbau zu schaffen. Wie oben lisst sich (x) als
Grenzwert n — oo der Funktionenfolge

[ n fuiro<z<1/n
An(z) _{ 0 sonst
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auffassen. Die Fouriertransformierte von coswyt ldsst sich dann also schreiben
als m(d(w — wg) + d(w + wp)). Entsprechend ist die Fouriertransformierte von
sinwyt die Funktion j m(0(w — wp) — d(w + wp)).

Insbesondere kann man sich jetzt auch fragen, was die Fouriertransformierte
von 0(z — tp) ist. Da auch diese Funktion nur an der Stelle ¢y ungleich Null ist,
erhdlt man e~7%“ und insbesondere fiir t, = 0, dass die Fouriertransformierte
von 0(z) einfach 1 ist.

An dieser Stelle soll noch kurz darauf eingegangen werden, welche Bedeutung die
Delta-Funktion in der Systemtheorie und Nachrichtentechnik noch hat. Durch
d(z — tp lasst sich ndmlich sehr gut ein kurzer Stérimpuls zum Zeitpunkt ¢
modellieren. Die Reaktion des Systems auf diese Storung ldsst sich dann wieder
wie von unserem Rechteck schon bekannt aus der Ubertragungsfunktions und
der Fouriertransformierten der J-Funktion berechnen, die gerade besonders ein-
fach, nimlich 1 ist, was heifit, dass man nur die Ubertragungsfunktion in den
Zeitbereich zurilicktransformieren muss, um Aussagen iiber das Verhalten bei
Storungen zu erhalten. Dabei sollte man sich allerdings dariiber klar sein, dass
es sich zunéchst einmal nur um ein Modell handelt und man damit etwas vor-
sichtig sein muss. Sehen wir uns das einmal am Beispiel unseres RC-Tiefpasses
an, von dem wir annehmen wollen, dass wir w, = 100 1/s gewahlt haben.

sty=o- [ = 100619 F (1)
= — — AW = e
27 J-0 14+0.01wjy

Der Wert von 100 an der Stelle ¢ = 0 ist natiirlich bei einer “kleinen” Storung
unrealistisch, aber viel wichtiger ist hier auch die Tatsache, dass S(t) schnell
gegen Null geht und sich damit die Storung nur kurz auswirkt, ohne ein Nutz-
signal, das viel spéter iibertragen wird noch zu beeinflussen. Dass das nicht so
sein muss, zeigt das Beispiel einer Schaltung, bei der in unserem RC-Glied der
Widerstand durch eine Spule ersetzt wird. Man erhélt dann wie oben

B 1/Cwy B 1 I
T Lwj+1/Cwj ¢ 1—-LCw? °

und bei einer Stérung mit wy = 1/v/LC

Sy = L [t H(t) sin(w, t
=5 [ 1= pow t = wH(®) sin(at)

also einen ungeddmpften Sinus, der jedes spéter iibertragene Nutzsignal beein-
flussen wird.
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